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Beeherehes analjrtiqiies sur \e» expressi<ms da rapport 
le la eirconf^rence au diam^tre fronv^es par Wallis et 
Brounker; et sur la tii^ofie de Fintögrale Eid^ri^aiie 

(Piir Hr, Jttat Tlan« k Ton«.) 
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lih r^Aiotion des hiiSgralei EulerUtm$$ de premiere etpiee au pltb pe« 
tit noflibre possible de transoeiidaiites^ pour une yaleur donnee de Pez^ 
posant du radioaly est le prineipal bot que je me suis propM^ en oempo« 
MUBt ee Memoire« Aprda le prindpe g^n^ral de cette r^notioB d^mrert 
par BuhTf la oontid^ration sp^dale du eas ou Texposant du radioal eit 
un nombre pair a fait d^couTrir & Legendre ooe relation noiiTelle qitf 
r^iuiiait h la moiti^ le nombre primitif des tranaeendantea anx3iaireB# 8d 
faritfit. la maiudre dont en pect demontrer eet important föniltat de Le^ 
gmire^ fai remarqu^ une combinaison propre h lui donner pkia d'exten» 
sion; et de lA fai tirtf une formule g^n^le de r^dnoiion pour toot fo^ 
potent du rafieal qui n'ert pas uu nombre premier. Oest autamr de ee 
point qo'on verra eonrerger i^eBqoe toutes les recAerchee que fai r^oniea. 
dana eet &nt» 

Le prenver chapitre eonstitoe une esp^ dintroduetion au seeondi 
oü fai Toulu präsenter sous un m6nie pomt de vue la aolution de plo» 
iienrs queetfona qui mit une eonoexion plus ou moins intnoe aree l'int^ 

grale iißBitJ'^dxli^^^f. En r^fleohiuant^ que faTBis ^di^ eette ia- 

tignÜBf principalemeBt dam in rc^porta ^'elle a aree le nombre ir qid 
aocprime la longneur de la demi-circonferenoe dont le rajron est runit^ 
fai pen^> qne je me eonformais irimix & Ve^nt de mon analjmei en d^ 
fi ni tfant la premtöre partie de oe Mi^moirey eomme un ensemble de re« 
akerdbea rdatrres aus expressiona de la fraateeodante * troiifte par 
irklfit et Brounker. 

AriOirf lowaal^. X.BiLXfn. Bft.V t 
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Ikxk restOi ee long Memoire a^ oomme tant d*autm ^e oe g^nrny 
PtneoaT^oient qu'on ne saurait en donner un tetrait suffisamment com- 
plet saus eotrer dans des d^tails , iacompaHbleg ayeo l'id^ d'ua aimple ex« 
tratt« Uoe lecture faite k la bäte remplira mieux Tobjet de oeox qui 
v^midraient aeulement acqu^rtf üue oon&aissanoe ai^erficieUe des qnestions 
giii Y sottt.trait^s. 

J'ai ea sem de eHar dana b| eouira de eea recherohes kQ naletirs 
des pripcipaax r&ultats d^jA cooouen : et si» aar ce poiot^ il y a daa omiii* 
sioDSy )e prie le lecteur de erotre qu'eHes eeiit rovolontaires de ma part; 
9 faudra les attribuer au d^firal de mes coimaiisances d T^gard de tom 
les oorrages pubK^ jusqu'ä oe [cur .s«r oaf te matiere. 
Turm le 10. AytA 1036, 
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Chapitr» promi^t. 

Thtoie de rint«grale A^ftiuld f^ ixil-^xy. 

|. 1. 

BtodloBs d'iAord nnt^rale AtAn^f dx{t — «^^, ijtii eomprend Id qu- 
draffuM dei aires cootid^r^es par W«dU9. LMat^gration fMr parties dönne 

/rf,(l— »Y -s «(1— «»)'4.2jryi*rf«(l— *»)'"*. 
Oone» en soppoMnt f im ncHobre pontif r U vitndra 

Mai» «'sb1-.(1_«^; partaat 

dto« l'oa lire 

Per une appficatioa r^p^^ de cette formule en a dona 



(«,) /'«"(i-v-j^-^/'-fed-«^ 
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MMuiVüMuit» ai ooiü iuppotoüt f im nombra maüu^ et /s9 jTf M(t6 f(M> 
mnledooiie 

oa Meo 

^ ./, '*(*— «^'= 2'* 3.5.7.9,.. **2j+l' 
'• y. "^ 2jHn IJ.3.4 ...2j • 

r 

O^aprdB eette derniere forme il est maaiftMte^ qoe le eoeffident de jp^ qul 
eotre ihm le d^reloppement du bioome {i+xf^ peut tee ezprime j^ 

Cest A I'aide de ta fermule ( 2« ) qu'oa peut eommer^ per 1a p^iemidiB 
puisMnoe d'uue iot^grale d^fiaie^ la s^rie qul doone le earr^ d'uu aro de 
eerale per loa putmauedB poiies de aoa mpim. Ea effet; aoit P Van et u 
80D tinusj on a 

Bo faisant le oarr^ de cette aeSte oo aurait unt r^sidfal: dir lä foraia 

oA n est ^videot, que £i»l« 

Pour d^termioer lä loi de ees ooefBöi^^na» 8 fiiut obMf vw qo6, par 
une double diffSreDtiatiwi de r^quation 

on obtient 

Dom es niiwtitaant id raxpresHon <Ie (p* en sMe, <ri tfouvem qu6j pour 
tonte Taleur de f plus grande que Tuoit^, on doU «nur J'^quation 
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hqMile doftnt 

Or U eil elair qu'ou utirfrit A oatto ^quition ea prenaat 

eil f satttferait aua ra prenant oeff a int^grala multipli^ par ime oon« 
alante arbitraira; maia fl auffit da fiora isssl^ pouv ea conclure qua oatte 
oonateate dmt 6tra ^gala A Tanit^« 
iinai, um» avona 

al an sommant la ainte infiaia 

Si ToBi fait «ssoosO^ cetta axpression sara ^quiralmite ji oelIa«d: 

il amt do tö, qu'en posrat 

, 1.3.5.7.... 2 1—1 •* 1 f 

•**"* 2.4.«,8....2i ' ^ (?i-l)^^ "* f73r* 

Bfr* iXe fiSfi^nrlHSf^ dans sesM^bnges d'radIjM arait d^jä remarqu^ 
ia niation Cort aimple qui lie oea detiz «oefBdena. Je yais mainteoant 
ftfre >roir oommeiit oa peuft d^ternuaery d'oae mraidre analogue la loi des 
«oeffidans qui antrent dans le d^veloppament des potsianoaa supdrieurea 

L'^qiiatioo 
iapiei par ime donbla diSl^aatiatioDi 

Deaeen poaant 



Ott Mira entre Im OMffidens Ci et Ai T^ation 
Qr il «i dair, qu'ao pranant Ciz:^ JiHi oo a 

-^i'» 1 + jr + 5» + yi • • . • + (273i5T5 
«» par eo^i^qoent ^ 



Kb pOMBlt 

00 iura entre les coeffioiaiis A et Bj l'^uation 
laqmlle donne 



ftrlürfy 



4 

et par oou^qnMit 

H|S=^(l + 2r + 5; + 4i.-+^7n)r)' 

auH de M» que 

1 ' 1 1 ' 1 

^* ** STÜ ? (i-i)* "* 5<3r?(2i-2)»* 

Bfnoienant, ai Toii fah 

OB nra eatre tea ooeflE^deos i^- et A l'^quation 

xiÄ,— Q2I— i;iti», — •gj::::^- — (57=1^ ? (2i-3)' 

l^feaile, an f faiiaat BiSsi64iHif doime 

1*1 
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Aintl noui avoM 

-'^i *" Si + jiO + S^J + TiC^ + äiH-gli)--" 

Fdur obtenir le d^eloppemcnt de (f^^ on fcca 

^ = 30[F,^4.jr,^+F,^*....+F,^+eta.], 
«e qai donnera entre les ooefBcieat Ft et Di l'^uation 

2(2f-.l)F,— 2(2/— 2)F,., = 12 j^, 

iß laqueile <m fice 

Maiatenanl^ ti I'oa tut F{ s ^^^ on obtiendra 

1 * 1 

'it par oons^quent 

- 3_4 t i. t . 
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«a bien 
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Aiui| B Mt d^montr^ qa'oo pent expriner les ooeilfi<»eiis da d^vdopp^r 
ment ^ ^% mivaiit les pulraancM de ein ^^ per des sommatioiis vM\&m 
plas iNMiforaim h celies qui sont id indiqu^a par le t^iie 2» 

Cei mdmet s^ries ont ^t^ oousid^r^ par Mr. SfehoUz daoa um 
Memoire ^'il a publik dans le 3"^** Tobme du Journal de Mr. Crelts 
(Toyez page 70) : mais la marohe que je yiens d'exposer me semble offrir 
80U8 une forme plus explioite la loi de ees ooefTiciens« An reste^ cea 96^ 
riesi ordono^ suivant les puissances du sinus de l'aro, pr&entent an 
eoBtraste asse^ frappant, lorsqn'on les rapproche des |§^ies de Daniel 
BemauUip iA les puissances de l'arc sont exprim^es par des suites de 
9km9 00 de eosüMs des arcs mulriples, toutes deri?^ par des iat^ra« 
tiona Sttocessires de la serie eicmentaire 

I a cosvp — 0O9 2(P-|-coji3^ — co84^-f etc. 

i. 2. 
Le premier membre de l'^quation (6.) peut etre considere comroa 
one (fanoCioa eondnue de l'exposaot ^. Dono y en d^ignant eette fonotioo 
par f(jf)f sera permis de regarder le second membre de la meme equa* 
tfim oomme eapable de douner les faleurs de F(j) oorrespondantea aux 
wieura entidres et positives de 7. Mais oe seoond membre eesse d'avoir 
une sfgnifieafion des qu'oo donoe h 7 des valeurs fraofionnaires. L'ana« 
Ijae oflSre im moyen remarquable pour d^truire une teile limitation« Ea 
effet; rappelons nous, que parmi les integrales d^/inies il existe laformule 

Oonc en appliquant eeiiB misniere de voir le produit des nombres natu«, 
ralci HQ aeooDd miembre de l'^uation (6«) nmis ainroos, 

s-'f /'„.(w-i)'!' 

Or n est faoile de se convaincre^ que eette ^uation subsiste qneHe que 
seit la Taleur positive de ^^ firaotionnaire , irrationnelle ou teansoendantet 
ear, on ne pent avoir 

popr Coute vvlBttr eotidre et poaiüre de f » um maß eette ^quaUon seit 



8 li Plana, iur Ui expres. de n de WallU H sur Vüd/fr. lE^ätrUnmf^aP^^ d» {Um^^. 



r^tiotible ä une ideotit^; oe qpÄ fait disparaitre, d'on ooup^ la liiniiatiOD 
qu'OB a?ilt d'abord introduite dans Texposant f. 

Gala pos^^ il est olatfi qua T^ation (10.) founira la valenr d'iiiia 
des trok integrales definies qo'elle renftonei lorsqm dem aeroüt oonaiieB« 
Par exmiple; faisons f^=^ii alors on a 

6t par cons^ent 

So fina&t ^ssa— 1^ on aundt 

et la m4me Ration (10.) donnera 

Qn voif par tö^ oomment^ en prenant las nombrea eatiara ponr ansÜiM« 
fM> im peat arriver ä dea r^ltafa qni aufaratent pour des oombrea qiiel« 
iNmqpiea« Le d^veloppement d'im binome a offert le prenner exempla 
Irappant d'une extenaion de oe feore« Tootefois 9 ne fant oublier» qae» 
idana le oaa aotuel Texposant $r ne peut ^tre n^gatif aana ßtro infi&rieur 
A VvaM. 

§• 3« 

La formule (4.) a ^ tronr^ par WaOii k one epoqne od il 
^porait b loi du d^reloppement d'on bmome ponr an expoaant qud« 
oonque: et oomme eile n'eat explioitement applioable qu^au eaa de 7 
»ondire entier et poaitif^ WaUis diereha im artifioe propre d la plier 
tn eaa oft f aerait un nombre fraotioonaire. Sana reprodoire lea id^ de 
VFäUU^ qoi atteatent V(M. d'eidßuice de tanalyae Btath&natiqne^ Toioi 
^DODttnenty par dea moyeDa foat*ik-fiut d^malairea^ on pent op^ eette 
logÄuease traiiaibrmation. 

Remarqoons d'abord^ qne 

U.5.7 2^-1 = 2(i).2tt+l).2(f+2)*^> 2« +f~l) 

«2n(i)(| + l)(i+2).../. .(t+y-i)] 

«2^[(i)(i+t)(i42). .. — .(y-i)], 



U PinniBt^ nar l€$ toffr^f. JUndt WMm ei Jur Jtkd^M EuUrUnrnff ^xP^^ dx (l-«*)^« • 

da Mrte ^e k formnle (4*) norirat k oelle^iMi 

on le nondiro d« fiiofeart est le mdm« au niim^ateur «I au jfr^MnJM- 
teur* Qr, «ii> g&i^ral, tonte fraotion de k forme 

oompos^ d'iin inöme nombre pA^ n^ de iiioteiirs, au niiHi^rataiir et au 
d^ommatear^ est aoseeptible d'^re iraptforiDifo daiis ime antra firactio% 
od le nonibre des fiioteuM ao m^ni^iiteur et au d&omiiiateiir est iofiiiL 
Ea äffet 9 midtipKoiis eettis firaetioi» per 

ie prodii^ doanera 

AotoeOeiDeiit) on peut regarder le num^rateur de eette fraotioD) oomma 
eoa^s^ desirois faoteurs 

et le d^minatenr eemme coxnpos^ da ees trois faoteurs o^rrespondflios; 
sayoiff 

jy ^ (4 + t4-l)(*+*+2)....(i+*+Ä)r 
jy^ » (a + iKa+2) (a+*), 

Zy^'« r*+l)(Ä + 2)ae,.>.-....(A + ^)- 

Aloofi f ei^raasion prdo^entft de Jf peut dtre ^(o ainai c 

^ _ Jf' N^' N^ 

Gela poa^i si l'on cnippose /&/»e4r las trois quaniit^ a^^A^ a ei le nombre k 
inCoiment grand^ le faoCeur S^ darimdra ^al & I'unitd: eflecdTemeiit 

^ 0- 4) ('-!) ■ • • • O-i^)- («^t)('+ A) • • • • O+n^^ 

ei par eoni^ent ^bs 1, loraquo iasop, Done nona arons 

2 



f 1^ f 1««4V "^ ^ »!»Jfr<$. de tt dfi fF«Ui» et tur Viiü^gr, Bukrimiuf^*xf*4xii'<t*yi, 






im bie% 



I- «f --. J ta4.I>(«4.2)(«+»Ko+4>.... • 

V (» 4- « -ht) (^4- » 4-2) (t-t^*^-3) fft.-f II +4) . . ♦ . 
(»+lHft+2)(*+3) (*+4) ... . • 

Maintenant, m Ton fait dant «ette derai4ce f<mmMlp>. k^% n^r^ft ' =? f ~~ i» 
r^quotion (14.) deviendni 

€0 ^ rerient ä dire, qae 

w. y;'..(.-^.»,-j«^f^)(«i±||)(«|$«).... 

/ 8y+4.7 V/ tO,-|.j>.g \ 
^V7j-|-4.7Adj+5t.9r*" 

TeHe aat, nnvant le bngage de TanalTse moderne, la transformatiott 
4e P^qoatioB (4.) qin eomprrad le oas partiouUer ooosid^^ par fFoJiKr. En 
pmiMit pour 7 na aoBibvo entier, oette fannide prj&eoteni) sous forme 
fiifiBiei \t r^rattal fiai ^'oo d^dutt urnnj^diatem^. da fci ibnmde (2.). 
lÜBr tsuBipIey en fttpanl^ f a 3 , oa obüent 

8 1 5 14 27 44 65 90 119 . 

«» <IdS «il fiai ä riofiiii» 

AiMty la fonguile (180 PowaSi uoe approximation au lieu dit cewl- 
tut fiu| BMW die a TaTanfage de donner aiissi une i^proximatioo poor 
Sw «aty ^ tt fonfinle (9*); eeMe- d'^tre applicable. Par exeniple; amt 
1 sBft riors 9n • 

et la rormula (18.) doooe 



L Timm», für Ua mft^^ffn de Wattit M imrtiia^, Ekkrtmittf^^»^^{i<i/*f, 1 1 



• ♦ •# 



** KT) (o) te) fe) (»ITt) • • • • 
orte (pl^eu pooMmt fapproKinMitioB juifa'd la fraotioii öIXI* *^ 

,A « r2.4 6.8.10... .2* 1« 1 

"• 2^ = lu.».7. 9....i<-.lJ 5<+T» 

oa i>iea 

^1^ fc 2 4 4 6 6 8 8 10 10 12 12 

-(t-^){«-f)(>-^)(»'-^)- 

TeOo est l'OKprdtiioQ de j- trouv^ per WaUiM. Si eBe n'oifte pes V$^ 

vantage d'une approximatioB n^p^e pe« ee ttombre mdme^ eile pr(^8QilB 
uo moyeu assez fiacile pour ealeiHer aoii fcgarithai^. Car, en preoant le 
logariUmie des deuK membres de eette ^cpiatkNij et diS?doppaiit emmite 
ie logarithnie de chaque bioome par la s^ie 

Iog(l~;t) = —« — ^~ii— etc., 
oa ebtieadra, en posant pour abr;5ger 

*?«' «= "^ +-53- ^^^^'\' ^^t 

logbjrpV = 2rogb7p^2— 4$, — f .AJ^—^.iSa— f^Js- et»- 
t^est i Taide de eette suite qvk'ßuler a trouv^ daos son JntroducHo in 
Anafynn (page 151 du 1*' voluikie) 

log byp' TT = 1,14472 98358 49400 17414 342 ... . 

log tab* r = 0,49714 98726 94133 85435 126 . . . • 

i. 4. 

Sil ^tait questiou de calouler le nombre -^ par des a^riea rapide^* 

meot oonTergeDtes , on pourrait s'y prendre ainsi qu^l suit« Sott (f> nn are 

de cercle tel ^e tai^^^ =s 7^ : oa tire de \k tang 2^ = g^> taiig4^ s» tJTgoI * 

Aotttdtement, si Ton prend uo autre arc 9, tel qua taug 9 sr f, oa aura 

taiigC4(p-9) ^ ^j^ggg 5= u^i^. 



12 i. FUnm, Mr U$ •oejtrw» dt » dtWaBk W sur Piia/fr. SuUrknt»f^af^4»{X^i^ 

Dono M • 

A/h a — ^9^ 1 / 19<» \ * I i / 1909 \» . 
*<p~9 — 8i9iS5"~ 3 \819925/ *'" TVSIÖ^ — ««•? 

th ±_-JLJL-L* J_ ^ 

'*' "* 20 a'so»'*' 0:20» "*•*••» 

r 1999 1 / 1999 y , i_ ( 1999 \» 1 

^ 1819925 3 \819926/ "** 5 \81992ö/ "~ *•••] * 

0*110 avtre o6t^, r^quatkm fang d = f ^oob» taug 2 9 s ^V > taiig49 sss f|9 : 
partasl on a *««»g(4^"~"f')"=23§* **" ***"* **'* 

*" 4 ~ 239 3*C2d9j» T^ ö*(239)* ***'» 
et enfin 

21. T ~ ^^läÖ"* "3(2^+ T (20)7"" **"•] 

1239 3 (239)» ^ 5 '(239)« '""•J 

.f 1999 1 / 1999 \V , 1 / 1999 \» 1 

~"*l8J9Ö25 3 X819925/ "*" 6 \819926/ ^ *'^J* 

j. 5. 

Je reviei» nuuntenani tk llnt^grale / dx^X-^a^^ ^ et febtemw 
que^ Ol rexposant p etait egal ä 1» i etoe ou «Ü tont antre nombre frio« 
tioimaire plus grand que Ptioit^^ il ne oonvieodrait pas de a'en teiiir A la 
fermole (18.) U faudrait d'abord, hi Taide de la formole (o.) da l*" fe| 
abaisser l'exposant (f jusqu'u oe que l'iot^grale denn^e fut d^pwdaafo d^une 
otitre integrale aemblaUe ou Texposant ^ — i serait moindre ^pie Ponittf; 
omiiite OD applicpieralt & eelte daraiere la formuie (18w)« 

Ccia revlent k dire^ qu'en g^o^l ou a 

n. y:'.,(i-^,=(,-|^)(|i5Dg0)....f4£|i|D 

y ^ . / 2(g-~«)+l \ / 4(g-0+2.3 \ 

^ 2 j- 2*4-1 V j— *+l /\3(j— ij+2.3/ 
V ^ 6(g-i)+3.5 \/ 8(y-i)4.4.7 \ 
^ V5(g— #)-|-3.ö/\7(,-i)+4.7/ * * ' * 

Celle lormule offre, cenformement aux id^e» de IVailis, «ne •olaÜoa 
approch^ du probleme gu'il «'^tait propos^ dans son Arithmetka ütfifti-^ 



1. Flmm m^iurki ^atpm. d§ n de Wallis et mar fini/gr. BiderUmtJ'^ *«^> i9{Us^f. I«) 

tiMmm; ^ Mmt^ jPinteroalcr » pair ime ni^e formule^ les feniies ihfeiw 
m^diiirM dans la soite des aombres 1 ^ f , y\$ tcVi ^c. qu'on obtfent 
«B fakant aaooesBifemefnt ^ssi^ i, 2p 3, etCr dans la forroule (2«). 

Newton^ par nne v<^ trl8*difi%renfe^ est vmi aa mdme bot» 
A Fiäde d'noe sbgiiii4ra iiidMtian raoont^ par loi^mdme dans nne lettre 
2 OUkmhmrgp dat^ da 24. Oetobre 1676^ U a troiiftf, que^ pour tm 
expoasnt cpielooDqiie f^ im avait: 

ce qidy d'aprds noa kMes^ rezent ik derelopper d'abord le buiome (i^-^:^^ 
et ji ex^ter ensutte Ilntt^ration de o'baqoe terme de ce d^reloppement« 
UuMf d ime ^po^ue o]& ee deyeloppement ^tsit %nor^ pur VFa(fi# et par 
Neü>tan liii«-mtoe fl fallait nne aagaoit^ extraordioaire pour franohir atnil 
OD td obatade, et r^soudre ä la feia le probl^e de Tint^i^ilioii d^finfe 
et de lliit^gratbn indtfil(iie# 

Au resti^ ai le nombre ^ toit franfionnarre et plns grrnid gne I'n-^ 
nlt^^ il faudrait ooB^bincr la formnle («.) areo la forinnl« (33«); oo qnl 
donnertit an possnt f^s9f—- /^ de manidre qua / aoit im nombre ptiis 
petit que rudli^; 

13 1 

Par ezemple seit f «^y^ otiaur» iÄ»6, y' = ^, et 

U est remarquable ^le^ JNewianß^ dwis sa lettre eitde plus baut^ na 
disa rien de eette Riodifleattcm exigjSe par sa ra^tbode^ afin d'^riter miB 
a&ie trop peo oonvergente dans ses premiers termes. Mais il ma aeiiible 
^on expliqiierait mieiix le silence do Newton sur ee pointt ^^ disant 
qoll ae roulait paa dStruira la belle r^ilarit^ de sa sdrie par imtrodup- 
tioB da froteur qui mnlt^lia 1 — f^^l^efo« Au reste; al o'eat lä uo in« 
eoardnient, il rat facHa de T^ter d'uiie aiifare maniere: il aufiSt de poscr, 
poor OD nMment: ^ssi-^y-; alot«, les limites de y eorrespoodaBtee d 



temiü, «r«B f^ MtaA .y«B 1, fmf0, oft «o oonelnd tann^diileliMtof^ I|«*<mi 

de hqudie <ni tire^ pour le d^yeloppemeot du radioal; 

25. y]*rf*(l^*«)' » ->*-+|..-Jpp+|j|.^*^ + et«. 

C'est aimi qu'on p^t Inuformer et «ngmenter la conrergenoe de 
Ift tdrie qoA eonstitae le Beooad membre dt i^qnitisa (23.)> 

i' ^' 

Je r^rendi r^qottion (19«), et f^cih ainu la valeiir de qrt 
n 2 4 4 6 gf— 2 2i %i 

Kl pw mlmt poor i im nombre eofier ddlemiin^« le seoond membre de 
oette ^qnation oesie (math^patiiyiement parlant) de repr^enter la valeur 

de •j-« M awy en ayant sonn les jeux lea valenra des integrales d^fintes 

p<M^ dans la page 231 du 1* rolume du Calcul Integral d'Jßul^y on 
voit auuit6t que, pour toute valeur donu^ de i, on a V^ation: 

« p _ 2 4 4 6 2<~2 2» 2i 

oA I'on a Idt pour plus de simpUeit^ 

BS «^« V"(*— f"^ 

He Ui on tire 

OA ♦ — Hl+IdU^ 3 5 5 2i— 3 2»-i 2»-n 

^' « "" l"27"'jL"2'4*4'15"^'fr=2-2r::2*"2rJ' 

WaXU$ ignorait la juste expression atialjtique du fim)teur —~-.P qu^oo 

Toit daos eelto Taleur de •^ft Nus^ d'bprdi un tMorSme qu'on lU daoi sod 

AHthmetica i$ifMtorum ( Voyez p. 468 da l*' trol. de MB ouvragea ) on 
devrait aToir poor un nombre entier i qoeliDou^ue: 

OonO| en soppoaant ' un fort grand nombre^ il aera permit de d^velopper 



les äma. näknaa o# 9Ü ddoaem 

oe» de j^ le th^or^M« «le Wtim roviendn 4 %«, qv» 



"IT" ^<^ + ^l^" 107? + *äK^+ äsar^ +***'• 

Or oMi est efieotireoMBt vrai, oobum od t» le ▼«« par to d^veloppeineBt 
de b foiMtiOB ^^ . P. 

L'^qmtioii (96.) Amae 

a»«l-i « 4ir2.4.«.8.10....2i— 21« 



partaot eo « 



ll<+i 



„ 4i [2.4.6.8.10. ...2»— 2]* 



ea Ken 



21 •'^" «1» «,2.3.4. ...2«]" 

CSelte expreMioa renire da« «eile eooiider^ ^ueStirUnff. Mais, 8*3 iteit 
«{ueatioB d'avoir plotfean teciMa de son d^wloppemea^ tt o<n)vieiMirait de 
Moourir ä k formiile 

1;2.3....2I - 2^ 

(l.2.5.,..i)* vr .'»Fl I * t^ . 27 !fe031 1» 

dono^ P«r Eltler dtm Vm. G»V 4ifl« (Vojwf p^ 377 de l'^tie» de Pavie). 
fla owrant le« deine nmn^tß» iß odtte ^qiMrtieiiA «t o^glfgeaal dana to 
d^Tek^^ement du aeoosd mt/athn U» termea. moltipliÄ par ooe pfuswuM« 

de -T- aupÄslanc« «V la fgutnem^f oa. aviia 

(1.2. 3,4. ...20* . 2*' 

(t.2.*.4....0* ,^h. t . t t ^ I rtcl 

• r^4<^32i* 12(J.i« 204Ö..*^ I 

et par oons^quent 

n ' 1# mmm \ mim «mm» «Im ■ ■ ^mm i ■ «hM. i ii ^m^ 0Wß^ 

2, *^^ *^U^9i.i* 128.»» 2048. t* *^ 



10 t TU noimtrUt exjfn». de n dt WattU H sar fM^. EuUri^fmef^^f^ dx (l-xc"*)^. 

Efr substituanft Mt(e rüem dans T^qm^km (20.X ü nttidni 
4 _ 3 3 6 5 

27. Tf— 2*T"T*a;'** 

2,--3 2i-l 2»-^i rf t i i i 1 S , ^^ T 

• " • 2r::2-27^' ^TT rT*4i "»" «75^" 125:1? ~aa»7? + *^J' 

Cetta formule offire im moyea simple pour ^imer la partie nif^ie, lonh 
qi^etf arrSte la s^rie des produito de WäXÜM & une fraotioa oorrespondaate 
^ une valeur fort grande du nombre i« C'est ainst que je me sius d^ 
montre h T^rit^ des lioiites ^blies par JFaUis^ mais je dofa aTomr^ qua 
la d&nonstration qu'il en donne me panqi fort obsemre» 

En sobstituant la formule pr^eMente d'Euler dans le seeond mcmbr» 
de f^quation (T.), on aura 

d*o&. Ton tirOi en d^Teli^ant : 
28. /'i^d-^'»— ^[l+^ + j^-j^ + McJ. 

lüette formule devrait 4tre fr6t6r4e h eelle qni oonstifue le seoond membre 
dis r^ation (25.), s'il ^tatt question de eaiculer la Taleur de cette infe^ 
grale d^fioie pour uue Taleur folrt grande de rei;posant f. 

L'expression de -^ de JfTalUs pr^ente im eontraste assec singidieri 

lorsftt^on Ift nqpprocbe de Texpression 

ff _ 3 5 7 11 13 17 19 23 , 
T ~ 3+lö^'7+Ili+i"iJ^ ^^ 

oompof^e par les seuls nombres premiers« SMer^ ä qui eile est due 

(Toyes p« 242 du 1*' Tolume de sa Int. in anaL) d^montre sa d^riTatioii 

dela s^rie -^5= 1 — l+f — f+^tc» Mais eela ne proure pa% que Teac« 
prassion de Xß^allis seit aussi une transförmation sui gsnerü de la m&ne 
a^fie de LeSfmUz. Si Ton r^fleohit« oue la iaotorisll« de WaUi$ s'obtieat 



en fahant x^^ dans T^uation 



ei ^e oette mdme ^quation pent dtce «Mund^^ oouune um tnadonaar 
^OD de le t^rie 
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on sera port^ ii eondure que l'expression de WalKs est plut6t ime iraaN 
formation de la s^rie ' 



4 



~ yr+sTs + aTTT + rixr + ^H* 



Apres oela» si Ton obsenre quela s^rie -^-^l— -f+f — etc« {4tant frans« 
förmige en firaotion contiaue) donne Ja fraction oontioue 



♦ i+-i 



m^mm^i^^'m 



2+- 



■wn*«« 



2+ *^ 



2+ etc. 

trouv^e per Brounker, on pourra bien, ^ ee sens consid^rer eomme 

identiques les expressions de -^r de Leibnifz et de Brounkeri mais non 

en conolurei ce me semble^ rexistence d*uoe identit^ analogue entre les 

expressions de -^ trouyi^es par Wallis et Brounker. Cepepdant La-- 

grange a ^mis uoe opinion contraire dans son Trait^ des fractions oon« 
tSnues imprim^ dans les additions k Palgcbre A' Euler. II dit (lisez p« 381 
du seoond ydume) que Wallis, dans son Jhrithmetica infinitorum d^ 
montre d*une maniSre assez indirecte quoique fort iogenieuse tidentiti 
de son expression aFec celle de Brounker^ 

9. 
Jean WaUis (n6 en 1616 et mort en 1703) a publii^ son expres« 

sion de «2" ^n 1655» La maniSre dont il y est parvemi ne pouvait pas 
aToir une grande influenoe sur les progr^ de Tint^gration ind^finie des 
fonotions ; mais, l'id^ d'tine teile Interpolation ^tait originale, et devait par 
la suite enfanter des d^oouvertes beaueoup plus importantes: Ä cet egard, 
die m^ite d*6tre dass^e dans le nombre de Celles qui bonorent Tesprit 
litimain# . t 

Cest vm fait digne de remarque que Wallis n'a pas su interpr^ 
ter exaotement le premier principe du Calcul integral , c'est-u^dire la 
formule 

x'^dx rss J- Constante« 

m-f-i • 
Credo'« Joarnal 4. M. ßil. XVII. Hft. L 3 



18 1. Plana, sw les exprts. de n defFaliis et swr VinUgr. Euleriennef*a^^dx{i^x'*)^* 

x'^dx a=s ■ , ; m Äant an 
nombre entier et positif« Wallis a d^montr^i qu'on arait de möme 

I X ^ dx «= • 

De lä^ U coDcluait par induction qu*0Q devait aussl avoir 

rx'^^dx^ * 

•^ 






ce qui est vrai pour — <1; mais faux pour — >1: car alors on a, 
comme on sait. 



1 -J:!L 4 ^« ^ÜL ^ 



yx ** dx = ; ou bien / j; " rfar = 



TFI 



n ' • * « 

Wallis qui rencontrait dans oe eas le nombre n^gatif ^ ne 

savait en concevoir la signifioation« Trompe par la figure de la courbe 
dont r^quation est y s= jp*"" ^— 2>]j, et dono^in^ par Tidde fixe que la 

1 m 

formule devait douner. comme daaa le cas de — <lf reroace 

n 

bjperbolique oomprb entre zero et l'unitd^ Xß^allü poussa Taberra« 

tion de aon esprit au point de croire que le nombre ndgatif d^ 

— —+1 

aignait un espace plus qu^infinu 

Suivant le langage de TanalTse moderne, on verrait aussUdt par Un« 

i^eotion des deux formules 



qoe, — dtant ^1 et at^I, le second espace est, abstraotion faite du 
rigne, d'autant plus grand que le preroier que x est une plus petite frao- 
tion« Mais 5 oette comparaison toujours olaire entre rhyperbole y* =s -* 

1 A ^ 

et rbjperbole y = *;; 1 ne saurait entrainer d la eonsdquenoe absurde 

Vor* 
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d'un espace plus qii'infiou N^amnoiiMiy il iaut avouer qu'A la naissanoe 
des nouveaux calouls il n'^tait pas aussi factie de d^mSIer let y^ritable 
distioctioD qu'il fallait ^tablir enfre leg r^sultats de ce genre* 

Toutefois oette erreur de J^allis ne fut nuUement partag^e par 
Newton, comme on peut s'en convaiocre par la figure et par les mots 
erit x:=aBD infinite versus a protensasy quam calculus ponit nega* 
tivam, propterea quod jacet ex altera parte iineae BD '* qu'on lit ii la 
Buite de sa premiere regle pro cunarum simplicium quaäratura. Je ne 
sais pourquoi Montucla, apres ce passage de Newton, a voulu attribuer 
Ä Varignon la premiere explication de oe aingulier paradoxe (Lisez m 
pbrase dans la page 350 du second yolume de son Histoire des Mathema* 
ttques). Apres les ecrits de Newton et de Varignon cette question devait 
paraitre tout-tü-fait expliqu^; n^anmoios eile a cocore reucontr^ une r^* 
sistance assez peu raisooDable de la part du P. Grandi, qui, quelques 
annees plus tard(en 1710) a publik A Pise une Disquisitio geometrica in 
qua spatia hyperbolica plus quam infinita XTallisii adversus nuperrimos 
eorundem impugnatores vindicantur. 

$• 10. 
Cet exetnple prouve, que le principe d'induction peut Stre illusmre, 
sll n'est employ^ avec une grande drconspection. Et la meme integrale 
fx'^dx pourrait donner lieu tk une autre m^prise analogue k celle da 
Wallis, lorsqu'on la prend entre deux limites Egales et de signe contraifo« 
Car^ m ^tant uo exposant queloonque po»itif| on a toujours 



/. 
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-1 m+1» 

nuM u rezposant de x est n^gatif, ön a auni 

pourru que m seit un nombre entier pair^ ou un nombre fractionnairs 
de la forme ^ 1 4 « E^ outrcy dans ces no^dmes cas, il faut, si m<C,U 

regarder le nombre positif _ , ^ ^ oomme Taire de la oourbe eompnse 
enfre les ordonn^ correspondantes A äfts — 1 et x s±5 1. Mais, si m^t^ 
il faut regarder le nombre n^gatif ^ — jr^ > non comme la sommation des 

^mens ~ d^ins jpsss— 1 jusqu'ji j^s+^i mm simplementi oomme la 

3* 



20 L Flama^iur Us tacpree. de n de fFalUi tt $ur tinUgr. Etd^rUtmef '«P*^ dx {l^^)\ 

dlff^renoe algdbrique des valeon fourniM par la fonetion ^ . . | en y 
faisant xs=sl| et jp= — 1* Si Ton obserye ensuitei qu'on a 

et pac eoDB^quent 



2 

on pourra ioteq^r Aer la quantit^ pcaitive —^ comme iine v^rlfaUe som« 

mation des ^i^mem --=> et des 6l6mem t^ — r^ faite entre les limites in« 

diqu^es» Mais ces interpr^tations purement arifbm^tiques ne sont pas tou« 
|ours conformes au vi^ritable esprit du caicul analytique, et on ne doit 
pas ny conformer sans un examen d^taill^ de la question« Ainsi dans uq 
Probleme de M^oaniquOi ou Ton renconfrerait llnt^grale d^finie 

on doit prendre | — |; e'est-iü-dire z^ro, sans faire attention ä la dr« 
eonstanoe indireote^ que 

Far Ml on serait entrain^ d des erreurs d'autant plus dangerenses qn'elles 
semblent avoir un appd eonforme k la yr6Aii dans nn sens, tandis quH est 
tout-jk-fait faux dans un antre sens« Au reste^ tl n'entrepoint dans mon 
plan 5 de d^vdopper ici les reflexions qu'on peut faire sur ce point sp^ 
eial du Caicul integral : on fera mieux de lire eelles que Mr« l^tnssan a 
expos^ dans le 18* cdiier du Journal de TEcole Polytecbinque (Yoyes 
page 320 — 341)« Cependant |e ne puis termioer oette espece dedigres« 
sion sans ajouter la ramarque suivante* 

i. II. 

Le partage d^one ht^rale d^finie en deux on plnsiears parties est 
Jond^sur eeprindpe# Soit^/zC^p) Tinldgrale ind^finie äef(P(x)dxi on aura 

fj(p(ft:)dx = ^(4)— V^(a). 

Et wmme on a identiquement 



^^■ 



t. 
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on a Stabil le principe 

y\{x)dx ^f^''(p{x)dx^f^^(p(x)dxf 

c dmt nne quantit^ interm^diaire entre les deax limites primitives a et 
b. Mais sor cela^ il faut obsenrer que l'jdentit^ pr^c^dente esJge absein« 
ment, que les trois quantit^s yp(a)y i^(c), %^(£) soient d^duites de la Bidnie 
fonctioa de x^ et qu'elle cesse, des que eefte oondition n'est pas rigonrea« 
sement observ^e« Or, il j a des cas oü, par un ohaDgement oonvenable 
de la coDStante arbifraire, bn a ä la fois 

f(p{x)dx = %Ka?)+C?; f(p(x)dx = r(x)^C\ 

Alors il serait faux de dtre, qu'en prenant 

fy(x)dx = ^W-^(ö)i /^(pOdx =3 F(Ä)-F(c), 

on a enoore T^quation 

/^p{po)dx ^f^''(p(x)dx+f^^(f)(x)dx. 

Par €xemple, mi a 

Oiaoune de oes deux integrales ind^finies donne 

Mfds 81 on prend la premidre pour former Tint^grale d^finie 
et la seconde pour former Tint^grale d^nie 
la somme de tes deux integrales definies donne 

«e ^ est bien different de la quantit^ imaginaire — ilc^C^*!)» qu'on 
obtieot directement sans le partage de Hnt^ration« Ce dernier resultat 
est nne Teritable sommatiooi tandis que la quantit^ imagincana est la v^ri« 
table int&raie d^finie entre les limites 2ero et rinfini* 



22 1. Pkana,»urU$t3epret,d*ndt fyalU$Haurtintdgr»EiUerieiMeJ'^vi'-^d»{i~ae*^, 

Chapitre » e e o n d* 

Theorie de rintegrale/*'rfa?«p-»(l —«»)'. 

^ 12. 

Etudions maintenant d'une manidre analogue Tint^grale d^finie 
L'integration par parties donne d'abord 

f^ dx (1—«»/ = — (i —X")' + ?^y*p+-i i^ (1 _^)'-» . 

donc^ en Bupposant p et f des quantites positives^ on a 

ittais 4^=1 — (1— dO; partant on tire de lä 

29. f'xP-^dxn^x")'' = -^^- /^xP-^rfjrCl —«")'"*, 

Par uoe application r^p^t^ de cette formiile, on a dono 

Jo P+"5 p + nq—H Jo ^ ' 

Dans le cas ou ^ äst un nombre entier et positif, cette formule donoe 

"" P(P+'«)(P+2«)..,.(p + jn)' 

oa Inen 
32. rx^'dx(l -ar^)' « -^ . , . „ *l^>^^*• 'VL. n v 

^0 ? + «« ?(?+«; (P+2n)....tp + (4—l)ii] 

Si Ton obserre maintenant , que 

«B aietfni l'^qoation pi^o4dente soos ta forme 
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ou bien eo, renvenant Tordre des faoteurs et posant pour plus de nmpli» 
cit6 / = y-(l-^): 

Ce r^ultat est imm^diatement applicable lorsque 7 est un nombra 
enfier; mais en le transformant d'apres la formule (17.) , od aura pour 
ane valeur qiielconque positive de f: 

v * 2 3 . 

En substituant pour / sa yaleur, il viendra 
34. /*V»rf*(l-«-r = --i-.!Ll±£. "y+P+\"y+P+^ i? 

•/o ^ P+no p p4-n P+2ii 



t « • 
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p+nj* p p+n • P+2n 

OU bieu 

35. f'xP-'dx(l—xy 

_ 1 /wg+p\ / 2iify-}-l)+2p \ / 3;i(i7+2) + 3p \ / 4nfy+3)+4p \ . 

-^p+j/iVp(j + iy\(j+2)(p+/.)A(j+3;(p+2/.)A(j+4)p + 3/.)y ' 

36. yV-^rfa?(i— a?'»y 

— * ^^y+P \ /2>tg+2(p+>t) \ / 3;»g+3(p+2i.) \ / 4i,(y+4(p+3i») \ 
•^p+gnVp(j+l;A(p+n)(g+2)A(p+2/i)(«+3)A(p+3/iK^r+4)y ®^^ 

Cette derniere formule redonne T^quation (18.) eu y faisaot /» = 1> /2 =3« 

n est (adle d'^tendre la remarque faite dans le 1*' $• , et de faire 
Toir qu'OD peut exprimer par des integrales definies de ce genre ud coef« 
fident quelconqne du binome (1-f*^)^^* En effet; la formule (32.) , par le 
changement de /^ ea n{\^i) ^i de 7 en 29^ — /, donne 

« * «*tl— «; — nt2aH-l)[(l+0](2+0(3+0....2jl' 

partaut il est clcur qu'on a 

OoDC, en multipliant ies deux termes de oette expression par 1»3»3 . • • • /^ 
il Tiendra 
38. n(2y + 1)/ V^»+'Vt 4^(1 ^oTf^ = (l,2.3,,^..0a^^ 



1 . ^ ■ ■" ./' • ■ , 



^v-^r.^.:::^ vj^-^.i^:^;S^^;^>?^»^ 
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oü bien 

o'e8t*u«dire la valeur renvers^ du ooeffioient qui muUipUe op^ daM le 
d^veloppemeut de (1 +dp)^^# 

Ce r^sultat ^tant vrai «ans d^nir le nombre /z; ce qu'il y aurait 
de plus simple serait de prendre /z =? 1 ; mais ce plus grand deg^ de g&f 
n^ralit^ peut Stre utile» 

§. 13. 

L*^quatioD (38.) est susoeptible d'une fransformation analogue & oelle 
X du Gas eonsid^r^ dans le $• 2. Car| d'apres la formule (9.) on a d'abord 

et ea Cairant n(l+i) = /»', «(2y— /+1) =f", on a 1=^— 1; 

2f—i=^^ 1; 2y + ^ = ^ ^^ ~ ^f CO T" chaDge r^quation pr^ 

e^dente en oelle -oi 

Or il est olair que cette ^uation subsiste sans que p^ et /^ soieat des 
multiples du nombre n. 

|Sa effaf ant les aooens qui affectent les lettres p^, f'^ on anra 
Et m cbangeant f en n^-^n, oette ^quation reviendra 4^ dire que| 

Cette foftaule devant s'acoorder aveo oelle d^ign^e par (11.)» lorsqu'on j 
üilt p^i et 1 = 2, on en tire la cons^quence, que 

y(-i)»y(g) _ 2'ny(g)]» 



Dapr^ l'i^quation (13.) oo a ^(— f)sv^»'i partant 

Si) pour nom conformer üi la Dotation de Le^enäref nous fiibont 

cette equation sera ^qniralente k oelle*ci: 

et las ^uatlcms (40.) et (41.) snront ^quiTalentes & ceUes-d; 



/•* , . rW.r(,+i) 

/ «^<r*(l -»'•)' = -^ r-J 



Dans le cas particulier de nssti, h fonnule (ß.) derient 

Cette formule est particuli^remeDt applicahie^ lorsque les exposans 
p et f sont expriin^g par des quantit^s fraotion airea positives. 

Les trois equations (ß.), (y.), (^.) sont fondameBtales : on peat af- 
firmer qu'elles renfcrment toutes les propri^t^s genorales de ces ioti^grales de* 
fitnes» Mr. Jacobi (Yojrez le 11"^ voU du Journal de Mr. CreUe page307) 
d&Dontre I'iSquation (S.) par la eonsid^tion des integrales doubles« JI 
observe qnajant 

OB a aiissi 



Eoauite il £ut u-\^xssy, ussyxi et par cons^ent 

Or on seit, qae toute iot^ale doviAeßfFdudgdevlenty par le obange* 
ment des deux variableS| 

Dans le cas aotnel (j^)(~) - (7^)(5^) «/• K« ^*re todeux^qw* 

tkms ursiyaf «sssy(l-*jr) d^nfiontrent que les limites de 7 iont ^ssQ^ 
^s=oo^ et que eelles de x sont ^sO| ^ssl; partant 

Crtlle't J«BrMl 4. M. BiLXVlI. BtLU 4 
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d'oi^ I'on tire 

Cette d^moDstrafion de Mr. Jacobi est analogue il oelle que Mr. 
Poissim aTait publiee dans le lO""* oaUer du Joomal de rEoole polyteoh« 
nique (Yojez p« 477)« Au reste il me semUe quil vaut mieux dviter 
uo tel detour dans la d^momtration d'uoe formule fondamentalei qin d^ 
rire des notioiis ^^entaires du caloul integral. 

A Taide de la formule {S. ) on peut donner une elegante Solution 
du Probleme suivanh Soit F(n) une foncHoii de jp donn^, et supposons 
quil soit question de trouver Tint^grale d^fioie <p(a), teile qua 

m etant un exposant positif plus petit que Tunit^, et k\x) une fonction 
de X qui ne comprend pas ie parametre a parmi ses quantit^ eonstantes» 
Si la forme de F(x) ne permet pas d*ex^oter xn^Wi^ Integration, on pouvra 
la d^yeloi^r. Mais, pour plus de g^n^ralit^ fe snppeserai F{x) r^uotlble 
k wi poIynome fini, ou k une suite infinie de la forme 

F{x) = u^x«»^* + A.,t!^'-'^ + ^,a^'"-* + etc., 
areo la oondition, que chaoun des exposans p\ ff% p^*' eto. soit one quan« 
tit^ positive pliui grande ou plus petite que runit^« Cela pos^, si Ton fait 
o^asay, on aura 

Oonc en appliquant d ohacun de oes termes la formule (^.)» w»a& aurons 
Cette formule ofire un moyen facile pour d^terminer la fonotion F{^)^ 
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qui r^pond k und exprenioii donnee de ^(a-)* Admettons d*abord, que 
eette derniere fonetion est reduch'ble i la forme 

il est clair que nous aurons 

F(9) SS -rfi «''*"•«' 4. ^, ar*"-^-* 4.^, «^"+-^' + eto. j 

Oonc 60 prenant l'int^ale r'F(x)dx, iumm obtiondrons, en ayant <^gard 
4 r^atfon r(i4-t) = i(r(E . 

Le secood membre de oette ^uation peut etre un polynome, ou une 
siute infinie; mais il sera toujonrs sommable k 1'aide d'une iot^rale d^- 
0016« So cfiet, eette ^quatioo peut £tre ecrite atifti: 

^»* r(,'+m+l) 

f'r(w)dx z= .pTTTTi — r< r(14«+i) 

7 • r(m) rd- ") \ T{<,'-^i)T(n,) 

•4" «to. 

Of. OB a» en gen^ral, 

partaot l'^qnatioo p.^o^ente est äquivalente a oelle-oi: 

r(«,)r(i-^)/ F(«) dar =y^ ^-j^^^pr J^.^,,^^ 

00 hien k oelIe»ci; 

i^m^i^i *"{/. 'w»«^ y^ (*-**F^]+ir,(x«)'^+eto. r 

Rieo o'emp^e de (aire xz =s a dans le secood membre de oette ^qaa- 
tioo t alors 00 öorira 

r(«)r(l-m2^'F(*)rfa^=/'^.j^55sr[J»i«''+ß.«'"+«»«'"'+eto.Ii 

4» 
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et ea mnpla^t la potjraome Bg o^+^t ^+ ^« P^ ta valanr domfe 
4>(€)^ U viendra 

«n le rappdrat, qae T{m) r(l— m) «s ^* , H mit de 14 qa'on «, 

m iStant un expoMot plus petit que VvonSüii et F(ar) une finefion de jp 
teUa qne md int^rale {um Tadditioii d'raemie oonstante «rUtraire) est 
nulle poor x^s^O 

Sn prenant 
OD tire de la la cont^neneef que 

Blai8| afin de rendre oette formule plus expressife je r^criraS abni: 

£n lUsant mse | « 1« question qae nom venons de r&oadre ae nppoiie 
ati xmmvement osdllatoire d'oQ point materiel p^sant sur ane oonrbe. 
Par oes fonnulea on a, sous forme fiaie^ la aolntioii da prabldme direet 
et du Probleme inrerse« La marohe que j'ai auivie pour arriver k oes 
formules est nalurellement lodiqu^e par les propriet^s de la foneiion F 
{gammd^ introduite dans ranalyse par Legmdre. On peotf u la T^rit^, 
trouFer cea memes formules «ans Imagmer Je d^Teloppement de la fono- 
tion F{x)w La Solution donn^ par Ahel dans le Journal de Mr« Crelte 
(lomeS« p. 153) en est exempte; mais alors il n'est pas aossi ftdle de 
saisir Tesprit dea fransformations qu'on eroplole« J'ai pr^fi^r^ donner ifd 
la Mlution du probtöme teile que je Tavais effeotivement trour^ de mon 
tbU^ en allant du plus simple au oompos^« 

Je vais maintenant d^relopper plusieurs oons^quenees importantes 
qu'oo peut drer des deux formules (J^) et (7.) Stabiles vers la fin du $• 13« 
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RemarqufHis d^aboid ^'en fainnt f^sp, P^qnat&m (0») Bmaie 

Donc eD rempla^ant r(^) pap sa valenr d^duite de r^qostiaii (42») 
(eo 7 fabant ^sa ^j^ on aura 

Or, en yertii de la mfime ^qnttion (ß,), 3 suffit d'^erir« r(J^^^) ao 



Ben de ^(f'+'o)* P^^'i'^ ^i^ aunit6ty qne oette derni^ ^qnalioii eit 
^qdvaiente i odie-d: 

Cette tnmaformation est vraie sana dtfoir Texposant m nab •! eek ex« 
poaaat est an nombre entier pair, oette ^quation oflfre ua roppert remar- 
quables entre deux integrales aetnblableai oi^ le degr^ da radioal est le 
m^mew Au raste, oette mdme equation se trouve dans la pageOS du M4* 
mmre sur let troMcendantes etUptiqueM pobli^ par Legendre en 1794« 
Blais la mantöre dont nons la reneontrons ioi| a l'avantage de pouvoir 
eonduire a plusieurs antres relations analoguese Yofol oomment on y 
parvient« 

La fonefon F(a),etant teile que r(a+l) csaTC^), la formule 
(VO revient ä durOi que 

DoaO| en iaisant anooessiTemeiit /^sl, /ts=s2y on a 



r^ixil^aff as Sl 



30 1. Flanm,$urkttxpres,iUn4tWam«t*ureint4gr,Biätriennef'wP->^dx{i'X'y'. 

•'• ' ' «+«• r(l+,)' 

et ett fMNttit le produit de ces deux ^quat&niBi 

Gela pM^f 81 nous regardons^ pour un taammtf f eonune nombre entier 
et positif^ U fonniüe (32«) donne 

*'*^*"-*^^ ""(l+««)*(l+")(t+2«)(t+3»)..;.[j»-(n-l)l» 

Donc, en faisant le produit de ces deux expresdons et l'egalaat emnite k 
sa valeur pr^o^ente, ü^suffira de rmerqner« qne, 1 .2*3 . . . . f = r (f +1) 
= ^r(f) ponr en tiro* r^quation 

o& Ton a fiut ponr plus de simpliche: 

A =s» (1 +»)(1+2ä)(1 +3»). ...(^n -(«—!)); 
B = 2(2+n)(2 + 2ii)(a+3n)....(y/»~'(«— 2)). 
Maintenan^ si Ton faisait im /iss2> on retomberait sur T^ation (42.); 
mais en prenant /i=£:3, on obüent 

A SS 1.4.7.10.13. ...37— 2 
B s= 2.5.8.11.14.. ..37—1 
et par cons^qnent 

^B ~~ l;2.3.4.6....3f— 1 * 
comme on peut s'en oonvaincre avec nn peu de r^exions partant nous irons 

AB "~ IXBq) ' 
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En sidftiliiniit oefte valear iua V&jpußein (0'^.)* on en tire 

od ^ peat avoir ane raleur poiitive quelconqae. 

A<^dlemeii^ u noiu Eb&oiu 9=2p dann P^qaation (0.) on obtient 

Oono, en faisanf f'ss-E dans r^uation (ß*^.)» ^ öUmmant ensulterf-^)» 
par la oombinaison de oes deox ^quoHoiu, ü viendra 



Le seoond membre de cette Ration peat £tre ^it ainsi : 

■ra*-(f+*)-^+4)* 



Oti il suffit de rapprodier de eette expresdon )es formules (ß.) et (ß^) 
pour quil seit manifeste^ que reqqation pr^cMente est ^aivalente k celle«o!: 

= 3 "".f al^dx{X—9fT \f ar-'d^it^-x^)'' , 

de Sorte que^ si /i est iin nombre divisible par 3, on a par eette equa» 
tkm ane relation entre quatre tnt^gralea de la fonne 



od les exposana p ei n sont lea mömes^ et las valeurs de 9 sont p 2p, 

Avant d'aller plus lohii jl eonvient de simpUfier reoriture de oes 
integrales d^finies^ en posant 

pour taute int^rale dt? cette esp6ce qui se rapporte A la meme valeur 
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de n. Ce symbolei k la fois abr^g^ et significatifi a et6 propos^ par JBSei« 
ler et adopt^ par Legenire. 

Suivant oette notatioo^ les cleux ^ations (ß'^) et (ß""*) revien« 
nent ä dire^ que 

ole inspection de T^quation (ß.)> il est manifeste^ que tonte 
demeore invariable par la permutadon des deux lettres peiQi 



c'est-a-dire qu'on a 



■'"• (i)=(f)- 



Cela pos4y si nous revenons ü la formule (y.) od aura, en y fanant /> ss 3: 

et en posant de mSine /> es 3 dans la formule (32.), on a 

En rapproehant oes deox ^qnations de oelles qu'on a formö plns hant en 
pnmant p^s^tf P=^^f ®t faisant ensuite ie produit des trois integrales 

f^äxil^af^r, f^'xdxii^a^)\ /'^'rf^(t-*^)% 

on trouyerdf en galant les deux expressions de oe produit^ l'^ation 

oÄ Pon a fait pour plus Je simpiicit^ 

C « 3(3 + /i)(34-2«)(3+3i»)....(^/i^(n— 3)). 
Actuellementf si nous faisons /i = 4, on aura 

A Ä 1.5. 9.13....4f— 3; 

S SS 2.6. 10.14. ...47— }} 

C SS. 3.7.ll.l5....4yl; 

t _ 4y-'(l.2.3..w7--l) _ ^w-^Aq) . 

^JiC — 1.2.3.4 4j — I ~T74^> * 

et par oonsequent 



d'od fon fire 

Gda poe^i f obserre quo h formule (ß.) donne 

DoDf^ en ^limlnant r(— j^ & Taide de la formole pr^dentOi on aora 

W . • r(,+i).r(,+i).r(»+£.) • 

Le teoond membre de cette ^€|uation peut etre mis soiu cette forme 

..u «r(^) -rl^i) m.T{^) ra).T{t) ra)./-(f) 
PW^(^Wl?)'"^(j+i)-^(»+f-)'»^(*+f)' 

En rapproohaDt cette expressioa des formules (ß.)» (ß^-)» (ß^*)^ on verra 
au88it6t^ que T^quation pr^o^dente est äquivalente ^ celle*ci: 

On trouvera de la mdme mani^re 

ß» T{Sc) - 5»^» r(g).r(i+g).r(f+g).r(4+g).r(4+g) 



kTm 






Eo generaly m ^tant nn nombre entier positif queloonque) on a: 
K. Tim 9) = w-^. /n /2x /3x L"iv 
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("F") (4) {^) " • • (üJT^) 

hegendre a frouv^ d'uoe maniSre fort differente la fornude (x.) oomme 
on peut le voir dans le Tome 2. de ses Exer. de Calc. Int. ( page 23 ). 
Mais la formule (A.) me parait nouvelle. Plus lotn on verra lea avanta* 
ges qu'elle offre pour la reduction des vatiff^Xe^ Enlerieime» repr&ent^ 

par le sjmbole (— )• 

(La snite dans le cahier prochaln.) 



2. Dirichlpij des /onctionß qrffiiraires entre dts hmiUi donfi^eß^ ^^ 

2. 

Sur les s6ries dont le ferme genöral d6pend de deux 

angles, et qui servent & exprimer des fonctioos 

arbitraires entre des Umites dorniges. 

(Far Mr. G. Liinme Dirichki, prot i^ l'jiBif ereilt de Berlia.) 

IJes s^ries que noiu dous proposons de oomdd^rer^ dans oe m^moirey nont 
ordonn^ saivant des fonotions d'une forme pardoulier«^ fonotions dont 
hegenäre a le premier falt usage dans aes bellea redierchea sur Tattraotion 
des ellipsöides de r^volutiön et sur la figura des planetes. Ces fonctiona 
jouisseDt d'un grand nombre de propri^t^ remarquables et les s6ries qid 
en sout form^es, sont propres h reprämitev des fonotions arbitraires entre 
eertaines limites« La g^n^ralitd de eette demidre proposition n'ajant pas 
^ jug^ suffisamment ^tablie *) par les oonsid^rations qui amopent lei 
d^Tc4oppements de oe genre dans la tbeorie de rattr^etion des spbi^roi* 
deS| on a eherohiS d la prouver d'uqe maniSre direote et ind^pendante de 
oette th^rie« 

Si Ton d^signe par P, le eoeffioient de ^ dans la valeur d^vdop« 
p^ du radioal 

V"[l — 2 a (cos C08 6' 4-»"" ^ wo 0' cos (sp' — fp)) 4» a*j| 

la propontion dont s'agit» sera exprim^ par T^quation 

(a,) /(e,(r>)«i^]^(2/i+l)/"aO'sinÖ'^^ 

qul a lieu pour toutes les valeurs de 9 et de (p comprises entre les Ifmi« 
tes OsO et fis^5 ^sO et ^s=?T, la fonetion /(O,^) restant enti^ 
rement arbitraire entre ces limites et ^tant seulement assujettie h ne pas 
devenir infinie» En ajant ^gard A Torigme de P„y Ton prouve que oe 
eoeffioient consid^r^ oomme fonodon des deux angles et ^^ est une ex« 
pression rationnelle et entidre du degr^ n des 3 quantit&i oos9| sin 9 cos ^^ 
sin sin ^1 qui satisiait & oette i^quation aux difiP^renoes partielles 



*) BMcMiqM cAuU, t»m» Ü, fä§. TX 
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30 S. DiriehUif deifondiom arHiraires entrt des Umiies donn^e$. 

Comme les inf ^grations^ dans r^uation (a.)p ont fieu enf re des Uttnim 
f es ooDstantes et soot relatives. A des variables ind^pendantes de et de (ßi 
il est dvident qiie le terme g^n^ral 

sera aussi ane fonction rationnelle et entiere du degr^ n de oostf^ sin cos ^» 
sin 6 sin ^^ et qui satisfera pareiUement h l'^quation 



1 ^t*«^-M^) , 1 ö* 



X 



La proposition cit^e revient donc h dire qu'ane fonction queloonque /(d^ (P)' 
de deux variables peut Stre exprim^ pour toutes les valeurs de et (P 
oomprises entre les limites indiqudesi par üne s&^ie de la forme 

äans laqaelle X^ eit une fonction rationnelle et enfiSre du degr^ n de 
cosO, sin cos (p 9 sin 9 sin (p, teile que I'^quation (r.) ait lieu« Mr» P(48$im 
qui a appliqu^ la s^rie (a.) ä des questions trSs vari^es de physique et de 
m^caniquCi en a donn^ une d^monstration qui revient h peu pr^ A ce 
qui suit *). n suppose que les termes de oette s^rie sont multiplids par 
les puissances successives d'une fraction positive a^ c'est-d-dire quil con« 
sidere la s^rie 

-^JfWf <P0 riofl' ad' a<P' S (2/1+1) P» a\ 

L'op^ration indiqu^ par le signe 2 ^tant effeotu^e, il fait voir que Tint^ 
grale double qui exprime la somme de la s^rie ainsi modifi^ey converge 
vers la limite f(^^ (P), lorsque la fraction a converge vers l'unit^» De ce 
r^ltat que Lagrange avait d^jA obtenu d'une autre maniere ^*)^ fl oon« 
dut r^quation (o.) en posant a=s !• On voit que cette maniore de pro« 
o^er renferme implidtement deux suppositions« On admet que la s^rie 
pr^c^dente dont la convergence est Evidente tant que la quantit^ ä reste 
inf<^rieure d Tunit^^ conserve enoore cette propri^t^ pour assl, ,0n sup* 
pose encore que la valeiir de la s^rie oorrespondante k a sa 1^ est eni 



*) Jooraal de PBcole poljC. , 19"* tA. p. 145 : Addhioiis ii la eonssissaiiee des iesips 
ponr r«B 1829 et poor l'iui 1831. Theorie math« de la ciialeBr, pag. 212, 

**) Jonnud de TEoele pol/techo. IST" cah. pag. 66. 
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effet la Umite de oolle qui a Keu poitr ane fraodon qu'on suppoee öonvev« 
ger ven rimit^« Cette seconde auppomtion ne doit pas paraitre ^?idenf^ 
car il euste des s^riea dont les termes sont des fonotions continues d'une 
mSme variable a, et qui chaogent n^anmoins d'une cpiantit^ finie lonqne 
la variable varie infiniment peu« Mab oette oirconstance ne saurait avour 
liea dana le oas aotueI> car Ton pent prouver g^n^ralement que les s^ries 
ordoim^ auivant les puisaances d'une variable a sont n^essairement des 
fonotions continues de cette variable, tant qu'elles restent oonvergentes *)• 
Tout se r^dmt donc Ä prouver que la s^rie (n.) est oonvergente# 

Pour ^tabllr ce point essentiel, rUIüstre autenr transforme le terma 
gi^n^ral au moj-en de I'int^gration par parties deux fois appKqu^ h eha« 
Gune des variables B^, (P' et en ajrant (Sgard ä T^quation (&.)• Les termes 
que cette double Operation iait sortir du signe, se d^truisant aux limites, 
fl iQtroduit dans Tintegrale transform^ l*expres8ion approcbee que La^ 
place a dono^ pour 2^ lorsque riodice n est tres-grand, et il conolut 
que les termes tr^ ^oigo^ de la s^rie (a.) finissent par devenir införieurs h 

"^p A designant une constante**)« Ge r^ul&t ^tant suppos^ avoir Keu^ 

la GOiivergence dtf la s^rie s'ensuit rigonreusement» Mais pour y parvenir^ 
Hr« Poiison est obbg^ de faire plusieurs ; suppositions qui peuvent n'avoue 
pasr lieu« li suppose que les coeffidens differentiels du premier et du se» 
cond ordre de /(6^ (PO relatils ä Tune et h Pautre des variables restent 
finis, fl suppose de plus que la fonotion f0\ (f)^) devient ind^pendante de 
(f/p lonqu'on y pose 0' = 0. Outre ces restriotions que Mr. Poissan 
Äionce, fl 7 en a d'autres qui sont ^galement n^oessaires pour le sucoes de 

son analyse. H fiiut enoore, que f0\ ^ et ses deux d^riv^es ^^fgs^^ p 
hl^' - Boieot des fonotions continues« car si cette droonstance n'avait 

pas liea, les termes que Tint^gration par parties fmt sortir du signe, suIh 
sistendent quoiqu'ils disparmssent aur limites des int^[rations« Les diffiS« 
rentes dreonstances dont la transformation qu'on vient d'indiquer^ exige 
rabslmce, peuvent se frouver r^unies dans des cas tr^ simples« Suppo« 
aoDS^ par etetoploi que la fonotion /(d^, ^0 ^^ renferme que d^, et sdt 
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^ Yoj« mr ce pofot vs ndaMre de riHasfre jtbeU Tome I. pag. 314 de c^ joeroiil; 
*^) Comuaesiiiice des fempe pear l-w 1881» ^ 
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exffAmi^ par ooa^fi^ {Js d&ignant une oonstaate positive Infi^rieure & rmiit^) 
tant que 0^<2'> ^^ ^S^^ ^ ^^^ loreque 0'>y Dans oetexemple an- 

quel Mr. Poisson a appliqu^ la s^rie (o.))*) la fonotion /(9Q est con«' 
tinue, mais il n'en est pas de meme de son coeffident diff^rentiel, qui 

deTient ihfini pour 0^ = y ^t passe enauite ybrasquement ä la valeur Ei6to^ 
qu'il oonserve daos tout l'iDtervalle oompris entre 9' z=s ^ et fi^ es Xm 

Dans ee cas partioulieri le terme g&i^ral transform^ se pr^nte comme 
la difference de deux quantit^ infinies« 

II Y a, au reste, une remarqae g^o^rale & fiure sur la s^rie (a.)^ 
qui s'applique ^galemeat & touies les autres formes de d^reloppement pro« 
pres d repr^nter des fonctions arbitrairesi o'est-iü-dire des foDotions qui 
ne sont assujetties d aucune loi analytique« Les s^es de ee genre^ quoiqöe 
toujours oonvergentes lorsque la fonotion qu'elles d^veIoppent| ne doTient 
pas infinie^ ne jouissent pas toujours de oette propri^t^ en vertu du seul' 
d^croissement de leurs termes. II eziste des eas pour lesquels bette 
üonrergenoe r^ulte de la manidre dont les fermes cons^utifs se d^tmi» 
sent en partie par Topposition de signe, en sorte que les termes r^duits 
& lenrs yaleurs numeriquesi formeraient une s^ie divergente , et si une' 
d^monstration eomplete de la convergenoe de oes sortes de d^veloppe- 
mentM präsente quelque difBcult^i eile tient aurtout & la possibüit^ de pa» 
fe3s cas. Quoi qu^il en soit^ il r&ulte du moins de cette remarque trds 
simple et qu'il serait faoile de justifiw par de nombreux. exemplet que 
tont mojren de d^monstration qui n'aurait ^gard qu'an seul d^oroissement des 
termes, est ndcessairement incomplet et ne saurait embrasser tous les eas« 
II existe un autre proc^de qu'on pout appliquer aux questions de 
ee genrOi proc^d^ exempt des difBoult^ qu^on vient d*indiquer| et qui 
di^ive d'ailleurs naturellement de Tid^ qae Ton doit se faire de la somme 
d'une suite infinie» Une pareille somme n'^tant autre ohose que la limite 
vers laquelle converge la somme dea n premi^ra termes , lorsque n de» 
vient de plus en plus grand, on parviendra ä une d^monstratjbn oompldte 

d^terminant la limite dpnt il a'agit« C'est oeproo^d^^ que fai d^jä eni-! 

ir6 Dour d^montrer la formale qui exprime une fonotion arbitraire nar 



*) CoftBsiiasBct des itaipt poor 1829» psf . S48. 
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une s^rie ordonn^e suiirant les sinus et les cosiout des multiples de b 
variable *)• 

L'application du mdme moyen de d^moDstration ü la s^rie (o.) est 
moios fadle, non seulement parce que les termes de oette s^rie sont den* 
n^ par une double Integration 9 mais surtout parce que, la fonction P, 
^nt plus compliqu^ qu'un simple sinus ou cosinus, il faut introduire une 
Douvelle expression integrale pour pouvoir ex^cuter Tint^gration aux difi» 
förences finies ^tendue u un nombre ind^termin^ de termes. N^nmoins, 
si Ton met P» d'une maniere oonvenable sous forme d'int^rale diSfime, 
la somme des n premiers termes de la s^rie prend une forme assez sim]^ 
et la limite vers laquelle oonrerge cette somme, pour des valeurs crois« 
saotes de /I9 r^sulte du memo th^reme dont j'ai d^jA fait usage dans 1e 
tn^moire oit^» Je oommenoe par quelques redierohes pr^liminaires sur le 
coefBoient P»» 

f. 1. 

Si Ton d^igne par 7 un angle r^l que nous sopposons compris 
entre et t, et par a une fraction positive ou n^gatire^ le radical 

V*fl-- 2« I ax P«wt etre d^veloppe suirant les puissanoes positives de a : 

Le eoeffioient P« est, oomme Ton seit, one fonotion rationneUe et entiere 
de eos y , ajint pour expression 

Je ferai observer, en passant, qu'on a aussi 

l..^C_iy[i-&!:j^«».|.+ ("+»(;tJI"-" «.'-^ 



•) SA. IT» i» M jrarMl, p«f.l57. 



40 2. Dirichlet^ du fonctianM arbüraire» entre Jts limUei donnd§8^ 



(■ 



p.-«»-i[i-(l)'t«.g'i+(i^ytog' f 

i 1723—^) tan^t + ^j^ 

Ges 6xpre88ioD8 tr^s-siinples et qui sont &oiles d d^montrar, ne pan^ 
sent pas avoir ^t^ remarqu^es« 

Le mSme ooeffident peut £tre d^dopp^ summt lea cminus dea 
multiples de y*): 

i^- = - 2,4,>..2n ^^'y + 2,4,../(2n-2r T^C^--^)V 

+ 1*3 ••••(2m«— 5) 1.3 » ^ M\ % A 

expression qui a Tavantage de faire roir que la valeur num^rique de P« ne 
surpasse jamais l'unit^^ Ene£Fet| les coefficicna de €os/i7, oo8(^ — 2)7^««^« 
^tant tous positifs^ il est Evident que oette valeur num^rique oorrespon« 
dante A une valeur queloonque de 7 ne saurait surpasser celle qui a lieu pour 
7s=s0, et il r^ulte d'un autre c6t^ de r^quation (L)| que^ dans ee oai 
partioulier^ Pn se r^uit k l'unite« 

Laplace a foit voir que Pn peut dtre expiim^ par oette int^gp^Jn 
dÄmie*») 

Cest de oette expression de Pn quo oet illustre g^mStre a oondu b valeur 
approch^e dont il a ^t^ question plus haut ***)• II 3r est parvenu an mogron 
de la belle m^thode dont TAnalyse lui est redevable et qd a pour ofafet 
d^obtenir les valeurs finales des integrales d^finies o& il entre sous le si^ne 
d'int^gration des exposans qu'on suppose de plus en plus grands» 

L'objet de oe memoire exige que nous mettions P« sous forme d'm» 
t^grale ddfinie» L'expression pr^o^ente ne se pr^tant pas bien aux oal« 
eids que nous avons ii üSre^ ä oause des quantit^ imagbaires qui y entrent 
et qu'on ne saurait cbasser sans que Pentier n paraisse ä la fob oomme 
exposant et oomme &oteur sous le signe trigonom^trique, nous allonä 
dberoher une autre integrale plus appropri^ ä la recherohe qui noua 
ocoupe« Pour obtenir oette npuvdle expression de Pn^ rempläigons dans 

^) Exereioes de ealcd inMgnd» tonelL pftg*ii(& 

^) M^caoiqae Celeste, lomeY. pag.32i 

*^ M^caniqoe Celeste , tome ¥• ftig. 33* Yojci anan le •oppl^meBt ss ferne Y, peg . 2, 
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r^quation (L), a par eV^^S i// d^'gnant im angle ind^pendant de 7 et 
compris eomme ee demier entre et tt. 

Le aecond membre de eette ^quafion prendrn hi forme 6+///'«~l, 
en poaant pour abn^ger, 

G = l^o + PiCoaV/ + P,€082^p+.... + P^co8Ä^ + ..,. 

£r=: Pi8in^ + P,8in2T// + ..+P,8iuÄ5^+.. .. 

Quant au prämier membre^ on tronve ^e sa partie r^lle a nne expces- 
8ion differente seien que >p est ioKrieur ou 8up^eur A 7, et qu'il en est 
de m^e du coeflSeient de /"— 1« Cette partie reelle ^tant dans te pre- 

nuar ca», .y^g^e^^,^^)^ , «t dao. le «eoond, ^j.^^-^^--^^ , on «iura 

^^7# On troure pareillement 

Selon que 4'<d eu V^^Y* 

On a d'un autre eftt^^ par la th^rie oonnua des a^es de sinua et 
de cosfnus, 

P„ = l^''öeos/I^^^^^ et P^ = -|^''Hrin/i^a^. 

Si Ton partage chaonne de ees integrales eo deux autrea prises entre las 
Hmitea et 7» 7 et ^^ et qu'on mefte ensufie peur O mH leurs raleurs 
dmm^ plus haut| il vlendra 

oü il eit essentiel de remarquer, que^ d'apres la tb^one oitee, le seoond 
membre de T^ation (ä.) dott Stre r^duit & moiti^ lorsque /isaOi et que 
r^quation (4.) no s'applique pas A oe cas, Po n'enferant pas dans la serie H. 
Le proo^6 qui vient de nous oonduire k oette double expression 
da Pn% n'At pas rigoureux en ee que nous n'äirons pas d^mentre que lea 
a^es G H H sont eonvergentes« Cette convergence a elFeetiTement lieu, 
le eas exeept^ on \^ = 7, pmir lequel les foactions de 4^ que eas s^ries 
repr^eotenty deTiannent infinies« Mals oomme la oonsid^ration de oes 
8&ies exigerait trop de dtftailii nous ne nous y airreterens pas ei nous 
aUons faire voir, a posteriori^ et pAr un caloul trds siitiple que 168 int^rales 

Great'i JfMimal d. Bf. B4. XV1(. Hft. t. 
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pr^o^entts «cprinieDt en «fiet l«s coefiBoiens du d^veloppement du radiod 

1 

V^{1— 2a««y+o*)* 
Si l'oo d^signe par Q^ ta premidre des deux integrales ooDtenues daiis Te- 
quatioB (3.)> on aura 

Q _2_ fr co8«y>cosfV» « , 

et la ?aleur nuineriqiie de Q^ sera ^rideminent inf^ieure A 

dans laqueite er deBigne ane firaction positive oa n^gatnre^ sera dose coo* 
yergente« Pour en obtenir k somme^ mettous ä la place de Qo> Qiy Q?» . • • » 
ce que ces lettres repr^ntoit. U viendra aiiisi 

ou 81 l'oo remplaee la 8^rie con?erg^nte soiis le signe per sa raleur oo»- 

1 1 — a» 



2 1— 2aeo«^ + a** 

n Jo V"[2 (cosV — cosy)] ' 1— 2aco8V^-f a^ * 

L'introduotion d*uae nouveUe variable ^ teile que ^ •ui-|' =: am -|^^ cbaogera 
llot^ale eu celle-ei 

L'iot^gration tont effiBotuee par les u^hodcs ooiunrac, on trouve 

^• y(t-lt^,+.') - i«.+ft»+fta'+....+C».."+.... 

Oin pourreit obtenir d'une maoiere semblable la soimne de h s^ie 

A;» d^signant pcur abr^er la secoode des int^^ea (3.)« Mais on y paxv 
vieDt pk» sinplement par la comid^ratk« suivante. Le terme g&i^l 

Ä a« •— ~iy« f C08wV^siei»a<^ 

prcniia eette mttre formen si Ton remplaee ip «par ir-^^^ et qiie l'on ob» 
serve quon a cosit(r — ^)«^( — l/oes/ii^, 
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2^y xn dT^-y cos n Mf C08 1-^ d\p 

Soos oeCte forme ^ il est evident que ce terme gdo^ral resulte de oelui da 
la s^rie deji «omm^ et qui est 

Q _ 2_ - ry ca«nycti8fv;avf 

en changeant rimultaD^ment a en — a et 7 en t — 7« Eb fanuint doQO 
€8 double ebaDgement dang Texpression de fai somme de h premidre w6^ 
rie^ OB troure pour edle de la «eeoude 

1 1— a 

•2 V(l-^2oe<8y4-a«) "* i^ + ^ift + ^^ja* + .... + Ä,a"-f..,.. 

En ajoufont les deux s^ries, il yient 

P„ d^sigoaBt geaeralement TexpresstoB (S.)^ ee qu'il s'i^tssait de Cure voir. 
Pour y^rifier T^uation (4.)» qui n'a pas Heu pour /i=s:0^ eouad^ 
roDS d'abord la s^rie dont le terme g^n^ral est le produit de a" et de 
la prämiere des integrales qui y entrent, Ce terme g^a^ral est 

risn^Aio-^dV^ 
Tr[2(cosV/— oö»y)r 

En attrlbuant d n ioutes les valeors entidres ^ peirtir de /? = 1, et fidsaat 
la somme^ il viendre 



i-r 






r M^av» 



\0[2(c>»v>-c,»y)3 (ttsbi^ + a^shi 2^ + ....) 



2 ^ asisy 

VT2(eoev— cosy)] 1— 2ac€8^+a«* 

En remarquant que Fon a 



" MM ^^B^ ^iW 



icos 



—————^ — ^vv» 2 2 •!— 2aoo8V + a'' 

Texpression pr^cMente de?tent 

En mettant pour oes deux integrales dout la seoonde »'est dcjili pr^sont^ 

ph» hant lorsqo'on a sonun^ la suite \ Q^ + (>, a + «to. , lenrs vateurs , ü 

▼iendm 

6* 
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2 ■+■ 2 r"(l— 2aüo«y+a^)' 

Si i'on ooDsidere en Moönd lieu la a^ie dont le terme g^n^nil est egal ä 
la secoude des iotegrale« (4.) multipli^ par a% oq s'asfiurera, comme plus 
baut^ que eette s^rie r^ulte de celle qu'on Tient de sommer^ en chan- 
geant aimultan^ment « en — a et venr— 7. GeCte nouTelie s^rie a 
dono poiir aomme 

2 + 2 Y'{t—2dewy+ay 

En n&inismnt loa deux r^suUata^ on obtient oette ^iiation 

Pn ^(ant donn^ par T^quation (4«)^ qui ae tronve ainsi verifide« 
Apr^ oes pr^Iminairea^ noqa allons ooasid^rer la s^e 

le sxgne aonimatoire a'^tendant ä toutea les valeurs eotierea de n dqpuia 
z^ro joaqu'Ä rinfinii et la fonotion /{&', (pO ^tant donn^ d'une maniere an- 
bitraire depuis 9'^Oi (P' = jusqu'ä 8' s ^, ^ a 2t. On auppoae sen« 
lement que cette fbhotion ne devient paa infinie entre cea lunites« Quant 
u Pnf c'eat le äoSfficient de a?* dana la raleur d^velopp^e du radical 



ai Ton anppoae 0087 sseoa^ooaO' + ^^nd^'^^^^'^^CP'-^^) dftna l'une dea 
expreastona da P^ obtenuea dana le §• pr^oMent« 

Pour aommer la auite (S«)^ noua eonaidererona la somnie de aea/? -(" ^ 
Premiers termes^ et noua montreroos que oette aomme eonverge vera une 
limite loraqu'on feit oroftre mdefiniment le nombre entier n. Sup^>08ons 
d'abord dsesO, eaa aiiquel jl aera trea facllo de ramener ensuite oelui d^une 
valeur queloonque ^e oette variable« Gela ^ant^ on aura co8 7sseo89', 
et P^ ne oontiendra paa la variable (P^ Si Pon pose pour abr^ger 

et que Ton ecriv» Y ^ ^^ P^<oe de 6', la sommo du /7 -f- 1 premfers ter- 
mes de la 6i6ne deviendra 

•^ 
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La lettre 0^ ayant ^t^ remplac^ por 7^ les expressions de P^f Pif A# • • 
seront oelles qui r^Huitent des ^quations (3.) et (4.)^ saus j rien changer 
La soimne preoedente peut ütre partag^e eo oellea-ei 

^e nom «xmninerons l'une i^rdi l'aiitre. Bn btrodiiisant dans la pro- 
inidre, les espressxms de Pox^i» •••• P» donnees par r^quaüon (3.)t ^ 
ajrant ^rd k k formufe oonnue 

.1.(2 n4-t)|^ 



1 4*2cM^4-2e(M2i//4- .. . . -{-2eo8Ai^ 



^MliMl 






n vlandca 







t/ 






f sio — ^ 

Qooique lea iDt^rations relativee h 4^ doivent £tre efieotuues entre des 
limitea d^endautea de la TariaUe 7> a laquelle ae rapporte Pautre int^« 
gratioD, OD peut fadlemetit intenrertir Tordre des deux int^gnitions. II 
aufiit pour oela de faire usage de la formiile auiTante 

quil est tr^ faoile de d^montrer et qiii devient tout A fait ^ndenta^ Ion- 
qii'on l*en?i8age soua uii point de ?iie g^oni^riquea En efFet^ ai Ton cnn^ 
^oit que x^ y^ (P(^t y) aoient les oDordonn^ rectangulaires d^in point 
quelcoDqtie d'4me 8ui4iiGe oourb^ on voit sur le cliamp que les integrales 
pr^e^entes represeotent Pune et Pautre la partie de Pespace compr^ 
entre eette surfacet le plan des x^ y et les trois plans perpendtculaires u 
ce demier et dont las ^lations sont ya=0, x^c^ et y^x.. 

On transfonmera la prämiere partie de T^ en Passimilant au prä- 
mier membre de P^galite pr^c^deuta et en rempla^nt co premier membro 
par le seoond^ et Pon op^ra en eens inrerse pour la neoondo partie d€ TV 
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On frouve ainsi 

en posant pour abr^ger, 

n (^) sera uae fonotioii de ^ qui reste finie pour tonte valetir de ^^ com- 
prise entre et t. £n effi^t^ si Ton dtfsigne par IH^ abstractioo fiaite dd. 
agne> la plus grande valeur de F(y) depuis y «0 jusqu'Ä Y=^> U est 

Evident que la valeur num^'que de rint^grale f Krtf ^°— ^ ^1 ^ 
moindre qne 

L'autre int^ale est iufi^rieure k 2M sin^ ^t parcons^ent U(}p) moin- 
dre que 2M. 

La foiiction n(^) ne devenant pas iDfulie, ou d^terminera facile- 
meat la fimfte vers laquelle T eonverge au moyen d'un th^r^ofie qui se 
präsente daiis la throne des s^es de sinus et de ooainua. Ed posant 
\l/z=z2ßf il viendra 

et PoB coDchira immediatemeiit de oe th^ordm^ (Vbjes la note ä la fin 
du memoire) que la liroite de T pour des valenrs de n iud^oimeiit erots- 
santes est ^gale & 111(0)/ En ajant ^gard d oe qoe 11(4") repr^sente^ 

on trottve 11(0) =y ^X7)oos-^dY« Ia limite vers ]aqnelle T eonvei^^ 
est donc lfF{i)w^^By^ 

Fassons maintenant i la eonsideration de ^» Ha y mettant pour 
^ir P%^ — ^n les expressions que foumit P^quetion (4.)i ^ inter?ec&- 
saat eu&uite Tordre des integrations au mojen de la formale (O.), on auta 

7. U ==-|^''0(>^)(sin^^+2sin2^-f^....4-Äsin»^)a>^ 

en poaant pour abr^er, 
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Les dem: integrales que renferxne 6(^^)5 MmA, les m^mes que «dies qol 
eDfrent dans ITC^^), on oonolut comme pr^demment <}tie 1a ibiictktt 6(^) 
ne devient pas iniiiiie. Mais U faot prouver de plus que 0(>f/) est ane 
fbootion oontiQue, o'est-a-dire^ qui ohange par degres inseosibles lorsqu^oo 
ftü GToifre \// d'ime manidre semblable^ depuis 4^ssO jusqu'ä ^=sfr. 
GetCe propriete a lieu quand meine la fonction F(7) qui enfre dans ia 
eomposition de © (\//)y serait discontinue o'est-lk-^dire qoand mdme la oonrbe 
dont y est Tabscisse et F(y) Tordonn^j serait eompos^ de parties dbooD- 
tigues. II est toujours bien entendu que F(^) doit rester finie, oondilion 
qui est ^videmment remplie des qu'elle a lieu pour la fonction f(ß^f^ 
dont F(y) d^ve. La m^me propriet^ appartient aussi h Tl(4/)^ mais i1 
n^^tait pas necessaire d'y aToir ^gard dans Texamen que nous aTom 
fait de 71 

Ponr prouTer la propri^t^ ^nonc^e^ il suflSt ^iridemment de faire yoir 
que oette propri^^ oonvient h obaeune des integrales que reaferme 0(^)« 
Si Ton suppose que dans la seeonde de ces deun int^rales, i^ augmente 
de Ja quantite positive e^ Tint^grale aiigmentera de 

Cette diirereDce peot ^re mise sous cette forme 

Gemme le facteur de Jr(7) dans la premidre de oesdeux int^grales^ teste 
dvidemment toujours positif entre les Utnites de Tint^gration, 11 est dvident 
que rint^grale est moindre, abstraotion faite du signe^ que Tiat^rale de 
ce faetenr pris entre les memes limites^ multipli^ par la plus g|»nde va-» 
lenr da FQ{)p que nous ddaignorons par M comme plus haut. 

Llnt^ration ^tant effeetude, on trouTO pour la quantitd que la 
va3eur xmm^rique de Fint^rale ne saurait surpassec 

On trouve pareillement que la valeur num^rique de la seeonde intdgrale 
est ioftMeore il 

2ilf[/[s5n^sin(^+^)]- 



+/. 
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r^ F(y)sioy9y 



preoMentes 
semeot de Tint^rale 

V[2(cosy— ccsV^)]* 

crorrespondant h iiiie augmentation infiniment peGte da la Tariable x^ est 
lui rnSme tine quaotit^ infiaiment pettte« Cetie int^rale sera donc üne 
foncHoD oontinoe de ^. 

r^e meme raisonnement s^appltgoant ä raiitre int^rale que renferme 
6(4^)> la oontitiuitf^ de cette (bnctiofi ae trouve ^tablie. 

D est ^ndent A la leiüe inspectioti de Vexpreasion de cette fonction, 

qu*elle s'^vanouit atix deux limitea ^ssO et 4^^=^7tj o^est-i-dlre^ que Poo 

a oeB deux ^laticma 

8. 0(0) 5« 0, 0(t) = 0. 

Posons pour abr^ger -"^^^^^^^W^ «t voyooa quelle est la valeur 

de 6'(^)/lor8qiie ^ obtieat la valeur partioulidre 0, Si Ton d^igee pour 
qo instant I per r et ^ les deux integrales contenues dana &(^//), on aura 

et en diffiSrentiant 

eW»~i''cos|-i#«inf-.|^i«n|+|loo«|, 
Pttnr «// ss-0, on « ^ridemment 

Pour d^termi 

ssazO^ ^ eitt ^Tidemment la limite du rapport 





d$ . 



1 f^ P(r)^i^r?r 



la quantite positiTe € deoroiaaant indefinimait» Ce rapport < 
entre lea deux quantites 

g f^ sinyay h f* •inrdr 

ou ce qui revient au meme^ entre Celles -ci 

^ et A designaut les valeurs eslrdmee de F(y) dans Unterrall 
gration« lies expressions pr^oiSdentes conrergeant Ters la Itmil 



5 
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aiira ^ » ^(0)i poup la valeur parüouttdro i^ = 0» Oo tcoanndk 

d'uoe manidce seniUablei la vakur de ^ oorrespondante & ^ss 0^ valeiir 

dont im B'a tootafdHs liewbi qua poiir s^assurer qifelle oe paiit pas Atre iofiniet 
Au moyeo des d^terittJnatiOM pc^cddentes^ on cooditt 

9. 0^(0) » y(0)-fy^''F(7)co8i7ay. 

Cola poa^^ NpraDons Pazpression de b* (7.). La mite 

iftant mise aous la fon»B 

on aura 

Ell int^rant par parttes, on troura 

le fecme ~Q(^) ^^^i^tf^^y que oette Operation &it sottir du a^ne^ 

dispaninaDti Cela r^Ue 1^ des denx ^guations (8.) d*appdi laiqueUea 
@(^) a'^vaiKniit aux Bmitee, et 2^ de oe qua oette fonctioii 0(^) raste 
contiDue daas toute T^tendue de rint^radoo^ oomme nous rayons fait 
voir plim bant« 

Soua cette forme Q est ^Tidant per le thi&>rAiiie d^j4 dt^ (Yoyez 
la Hüte & la fin du mi&iM^) qoe 27' cooTwge Vera la IMte 6^(0)9 ou €e 
qui reviaot au mdme d'aptds r^ation (8.)^ vecs la UmiO 

n est essentiel de remarquer que oe r&ultat ne cesse pas d'i&tre exaot, 
quand mdme la fooctioD 6^(^} devieudrait ipfiule pour oectalues valeurs 
partieuli^s de ^. Qoolque 6(^) eonserve toujours une valeur Aue 9 la 
m&ne propriiSt^ ue cQnTlenC pas tpu|ours k la fooetiöu d^riv^ &{Aö^ U 
serait jBtu ccmtraire faofle de s'assurer que ®'(^) devient nfeasmdrement 
infinie pour oertainas valeurs partiouUdres de la vaiiable ^^ toutes les fois 
que I4 fooction F(7% dout 6(1^) d^end^ est une fooetiOD discontinue« 

Mais^ oomme on la d^^ di^ oette oiroonstanoe n'empdohera pas le 
theordme de la note^ d'dtre applicable, laoondition que oe th^ordme «sige^ 
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et qui eoDsble en ce que Tint^grale /'^0'(^)dx^ss6(>^) doit rester fioie^ 
^tatit ^Tidemroent remplie. 

En r^nissant les r^ltats qu'on Toit d*obtenir, on condura que 
lasomme S^siT^U eonTerge ren laBmite JP(0) poup des valeurs crois- 
santes de n. II sait de \k que la s&fe (5.)» lonqu'on j suppose OssO^ 
est ooDTergente et a pour somme ^(0), et oomme reo a pos^ plus haut 

oefte somme sera donn^ par Tint^grale j^J f(0^ (p^dp\ 

Pour passer plus factlemeot au oas g^o^rali on Ton attribue dans 
la s^e (50 9 ^ et (p des valeurs quelcooques, il conrient de pr^nter 
sous une forme g^om^rique le r&ultat auquel on vient de parvenir« Pour 
cela, ooncevons une surface sph^rique d'un rayon ^gal d runil^. Si par un 
point fixe de cette surface on fait passer un aro de grand eerole, que nous 
Gonsiddrons ^alement comme fixe et prolonge d*un seul cdt^, la position d'ua 
point queloonque de cette surface sera d^termin^e d^s que Ton oonnaitra 
Tarc de grand cercle compris entre ce point et le point fixe, et Tangle 
sph^rique que eet arc forme areo I'aro fixe. Ces deux coordonn^ po- 
laires' sph^riques ^tant d^ign^es par 0' et (p^, on embrassera f^ridemment 
la surface enttöre^ eo attribuant k 9^ toutes les valeurs comprises entre 
0^ CS et 9'ssiTf et k (f)^ toutes celles comprises entre (P^ =ss et (f/s=i2fr, 
et il est ^galement Evident que T^Iement de surface relatif a ces coordon-- 
n^es^ sera exprim^ par sin 9^ dQ^ d(p\ La fonction f(ß\ (pO ^ant älnsi doo- 
nee pour la surlace entiere, on voit que h'ntegrale 

est la moyenne de toutes les valeurs de cette foncdon correspondantes 
aux difi)$rents points de la circonfi^rence d*un petit cercle, d^crit de Tori- 
gine eomme centre et avec un rayon spherique ^gal k 6^ Si la fonction 
f(ß\ (pO devient inddpendante de Tangle (P^, lorsqu*on y fait O'ssO^ on 

aura F(O) = ~y*'7(O,<P05<P' =/(0,<PO, et la somme de la sdrie (5.) 

coincidera avec la valeur de la fonction relative k Torigine des coordon** 
n^es. Mius dans le cas g^ndral ou la aupposition de 6' = 0y ne fait pas 
diiparaitre (p^ la fonction /(9^,(P') aura une infinite de valeurs diflTdren« 
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tes k cette origlne et sera dboontlnue daos tous les sens autour de ce poiiit« 
La somine de 1a s^rie Aant toujotirs exprimtfe par 7— / /(O^^O^^^ 

aera alora la mcyenne de toates ces vaieurs en nombre iofinl« On peut 
donc dire g&i&alement qne la atfrie (5«) , lorsqu'on j pose 9 s=t 0^ a pour 
somine la möjenne de toutes les valeun de f{^\ <p^ qui ont lieo sor la 
cirooiifi^reiioe d'uo cerde iofiointent petit et dont le centre est k Torigine 
des eoordonn^es. 

Pour passer du cas eA 9^=0, d celui o& 6 et (ß sont quelconques 
mais inferieures kir et k2ir9 on pourrait traosporter rorigioe au point donl 
les coordonn^ sph^ques sont 9 et (p. Mais on peut se dispenser de oe 
ealcul, en examinant attentivement le terme gäniSral dans Tun et dans 
Pautre cas« 

Dans les deux cas le terme gdn^l est exprim^ par une integrale 
double ^tendue k toute la surfaoe sph^rique, et dont T^l^ment est le pro* 
duit de deux faeteurs» La premier faoteur f(ß\(p^Bin6'd9^d(p' qui ex-^ 
prime T^l^ment de surfaoe mukipli^ par la valeur de f(ß\ ^0 qui s^ rap- 
portOi est le möme dans les deux oas et il n'7 a de diffi^renoe que pour 
Tautre faoteur Pnf Dans le premier oasy oe faoteur P« est une certaine 
fonetion de la distanee sph^rique 6^ de l'^l^ment de surface k Torigine 
des ooordonn^y et dans le seeond eas^ P. est la m6me fonetion de 7, y 
^nt donn^ par T^ation 

eosY = oos9cos6'+sin9'8infl'oos(^'— ^), 

et eomme Ton seit par la trigonom^trioi quo 7 est la distanee des deux 
points ayant pour Goordoim^ 0^ ^^ et 6^ (f)% il est Evident que les deux oas 
ne se distinguent^ qu'en oe que Torigine des distanoes qui ooincide aveo 
celle des ooordonni^ dans le premier oas^ se trouve dans le seeond au 
point quelconque (0^ ^)« On Toit done que la s^e est de mdme na-^ 
ture dans Vun et Tautre oas ^ et oomme on a prou?^ la oonvergenee de 
cette s(Me pour le premier oas, en m^e temps qu'on en a obtenu la 
sommO) on peut transporter au cas g^n^ral le r^ultat trou?^ plus haut« 
On trouve ainsi que la s^rie (5.) est une s^rie oonvergentet et dont la 
eomme est exprim^ par la mojenne de toutes les vaieurs de la fonetion 
/(O^y^Oi relatires aux diffikents points du contour d'un oerde inßniment 
petit dont le centre est au point {&,). Cet ^nonc^ embrasse tous le oas« 

7* 
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Lomque le point (ß, (f) n'est pas du nombre de oeiis autwe d<aft« 
quels la fonotioo arbitrairement donn^e poor toute Pftendue de h siu&oe 
sph&jquei est diBOontmae, la moyenne pr^oMente oouioidera avee /(d^ (f>)y 
qid est alors la sonune de la s^rie (5») 5 ee qa*fl s^agissait de fiure voir« 

Pour Mairoir oet ^ono^ par un exemple trds-siiDpIe^ concerons 
fpi'aprds ayoir trao^ un potygone sph^riqae quelcooque, on soppoee la 
fonetieii arbitroire /(O^ ^0 ^ale k VuoSti pour tous las points dans VhaiB^ 
rieur du pollygone et 4^e ä z6n pour las pdnts eact^rieass« II fiuidta 
dooo remplaoer dans la s^e (S«)^ /(O^^ (p^) par fimit^ et n'^ndre en-- 
mdie la double iot^p^ation qvfä la surface du poljrgone« Iiea (erma de 
la tMd itmt dnd coa^ldfemeat d^terauD&5 d l^oo «ubttitue dant eette 
a^rie des valeurs queloonquee et<2>5 la traleur oorrespoiidaiito de la afrie 
aera hmit^ ou zin^ aaloo qne la pdnt dont lea eoordomite toot 9t (f>f 
sera sStn6 en dedans ou en debon du polygonot Dans le eaa intermd« 
dkure 01& le poiat (0, (P) appartieiidra au oontonr du polygooey la mojexme 
de (oufea les valeuni de /(0^<PO oorrespondantea aus diflBft!ent8 poiiita da 
contour du eercle infialaient petit aera dfidemmeDt f $ yaleur qu! ama 
dooo aussi eelle de la a^e. Mais ee t&ultat oeise lui ndiDe d'fitre 
esao^ lorsque le poiot (ß, ([>) iqppartieiit d la fois i deax parliei dtflSfreU'« 
tes du oontour^ o'est-A-diret lorsque les ooordona^Bs ^(p sont oaUes dfva 
sommet du pol^gone^ et fl r&nlte de T^ono^ gdu^ial qi^akn» la soQune 
de la s&ie est ^galo ä Tangle auquel ce sommet appartfeot^ divM per 
quatre drottst 

Apr^s avoir proor^ qu'une fonotioo f(ß,(p)f arbitrairemeDt donnfe 
depuis dsOt ^=sO jusqu'd 6 = ^9 (p=^%(p^ peut dtreesqprim^ parune 
sdrie oonvergente dont le terme g&i&*a] JLn est une expression rationdle 
et entidre du d^^ n^ des quantites oosO, dn9oo8<P, ^Osbiip» teDe quo 
r^quation (c) sott safisfaite) 11 nous raste k fistire voir qne la mfime foDO» 
tion n'est susoeptible quo d'oo seul d^reloppement de oette espdeot II 
suffit poor cela de prouver^ que^ si T^^ est une ezpressioo de mSme na** 
ture quo X^ et du degr^ iii| on a toujours^ 

{d.) ^^T,8infldea(p«o, 

^) MtauiiqM edesCe. Tome IL pag. Sl. 
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les int^gratioiis ^^eeodflüt depok 0sO> ^sO jusqu^iOs^i ^a2«v et 
Im indioes n et m 4ituA auppos&i diflS&rents« Sii aprds avoir remplao^ dans 
l'mf^grale pr^oddaife^ JK;i par lei dem: termes qd tont ^qpiiraleafs A eette 
eipieiBioa en Terfa de P^quatioQ (e.)f <« diane aa mojea de rint^gratioii 
per partfesy les qeeffioleiui dlBRSrantiels qui soDt ebm {ntxöätätB sota le 
a^iie^ irt qiie Fod tut ensuite ^gu^ ii V^qusßon aus JBflBSrences pevtiellw 
4 la^idle 7« Mt nqppoa^ nlhfiibey fl viendca 

ctfsattät qa! ooSooide a?ee P^quation (if.). 

Cefa pea^ d la fonotioii /(ß,^)^ qu'en aiippoae oompldtement den« 
ttfo pour tootea Ies?aleiiM de d et de (p oompriMs eiitreOssO^ (ps:0 et 
BwBiFf (f>iss2irf ^t fiuioeptible de deiix ddreloj^emeoti dStt!eiita5 on 
«asait enire ees linutea 

J?,. dj&rignant mie expression de mdme natare que T.« Ed posaut 
Xg^zssYn^^Znr Xn wem ^demment encore de m&ne natare^ et Ten oonohit 

Cetfe ^iXM ayant Keü mitre lös liu^tes indiquiSea^ ai oo. riati^g|<e 
entre oes mdmes limitaa aprds ravoir. multipli^e par J^smOdOd^^ tous 
las termea, k PexeeptioD d'oo seul^ dispan^troDt en verta de T^quatton 
(£if et & viendra 

d'oA fl suit qa^on a identiquement X^ =s 0, ee qu^fl S^aginait de proinrer. 
U n'est peut-toe paa iautile de üke remarquer que la propriÄö 
inq^erlaiite qu'on vient de rappeter, n'est pas particoUere aus: a^as dont 
las tennes g^droux aatitfont ä r^quation (c.)^ eomme oo a paru lecroire« 
EDe convien^ au oonCraire) k toat autre forme de d^veloppement propre & 
esptimer une foDOtion arbitraire« Les tennes d*iui pareil d^Ioppement 
sont toujoiirs compldtement d^termin^ iorsqae la fonotion est donn^e dans 
tonte r^tendiie de rinteiTaUe pour leqael eile peut dfre eh<n8ie ä Tolont^. 
Cest ain»! par exemple^ qu^one fonefioD f(x) dona^ depub x=sO jugqu'd 
arssar^ n'est susoeptible que d'un seul d^eloppement de la formen 

di üaw -f* azzvsi2a; 4* « • • • + o^^nx 4- eto# 

et Poo a n^oeni^feiiicot an^'^J^tbknxf(a:)dx* 



f 



54 S. Diriohletp dH/anciions arbUrairei mirt des timiie$ donnJeäm 

Gomme Pn ooosid^r^ par rapport aiix variables 9, (P^ eat de inline 
nature que X„ , on aura en vertu de r^quation (d.) 

^P,r«siii9ööö<p = 0, 

n ^tant toujoura auppost^ diff^^ent de m. Soit Y*^ ce que Y^ devlent 
lorsqu'on y remplaoe 0, (P par 0% (f^, T^quatioo pr^c^ente donnera en y 
mettant 0^ (P' ^ la place de 0» (p^ et r^oiproquemeot^ oe qui ne change 
rien au coeifioieat P^y 

ffPnYlfAu^'n'B(p' = 0^ 

Cela pos^y 81 Von suppoae.que dana requation (jl)^ la fonotion /(0» ^) se 
r^duise ü T'm » tous les fermes du secood membrei ä riooeption de oelui 
dont Pindice est m, s'^vanouiront en vertu de T^quation pr^dente et 
Ton obtient 

r^sultat remarquable et qu*on a souveot occasion d'emplojer. 

Addition an memoire preeedent 

Od a ces deux theor^mes: 
„La fonction /(0) restant ßnie depuig ß = jusqu'i 0^=ihy (ou 

ffO<h^iir)j rint^graley^ /(ß)'S^^'^ convergera vers iT/(0), si 
yila quantitiS poättive k devient infinie/' 

yyLa fonction f(ß) restant finie depuis ß=:f jusqu'A ß=^Af (ou 

„0<«*<Ä<f^), rmt^graleyV(ß)^n;¥5ß a'^vanouira pour * = (x>.*' 

Ges deux tb^ordmes dont le premier est eelui dont nous avons fait 
usage dans le memoire pr^dent^ se d^montrent d'une maniSre tr^ simple 
lorsqu'on suppose d'abord que la fonction /(ß) reste eontinue et toujoura 
eroissante ou toujours d^croissante entre les fimitea des int^grations *)^ et 
Ton passe ensuite au cas g^n^ral ou cette fonction serait disoontmue et 
altemativement eroissante et d^croissante entre ces limites^ en d^mposant 
les integrales en d'autres entre les limites desquelles ni Tune ni l'autre de oea 



^) Yol. lY. de ce joaroal pag. 1((5. 
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urcoostances n*a plus Iieu et dont les yaleurs correspondantes ä k=ioo^ 
resulteroot par cons^quent iimn^iatemeDt du premier oas» 

Pour que Vanalyae par laqueUe nous arons d^rmio^ la limite de 
Vexpression U (i^'S.), soit comptöte^ il est essentlel de ramarquer que le 
premier des tb^r^mes pr^c^ents ne oesse pas d^dtre exaet qoand meme 
la foDotioD f(ß) deviendrait infinie pour une ou pour plusieurs valeurs de 3 
diflßSrentes de z^ro et comprises entre ß ss et ß=^h^ poinrvu qu'alors riu- 

t^grale f^f(ß)Bß=F(ß) reste finie et oontimie depuis ßssO jusqu'ä ß^h. 



Pour Dous en assurer^ supposons que f((i) ne devieot infiiiie que 
pour ßssr, le mSme raisonDemeiit s'^tendant saus difBcuIt^ au cas d'un 
plus grand nombre de valeurs. D^gnons par i unequantit^ positive que 
Bons supposerons invariable tandis que k oroit au«delA de toute limite^ 

et d^mposons Tint^graley fiß) ^^ f ^ß ^ ^ autres^ ajrant respoctive- 
ment pour limitesi 

et c — €, c— € et c, et c + tf, c^teih. 

La fonction /(ß) ne devenant pas iofinie entre les limites de la 
premiere et de la quatridme de oes nouvelles integrales ^ ces iot^grales 
deviendront respectivement i7rf(0) et 0, pour lrs=op« Quant aux deux 
autres^ on remarquera que la quantite arbitraire e peut dtre choisie assez 
petite pour que /(ß) conserve toujours le m^me signe depuis. ß s= c — e 
jusqu'ä ß=^Cy et qu'il en soft de m4me pour fintervalle oompris entre> 
ß=:cetßs=5C-)-^9 oe dernier signe pouvant d'ailleurs dtre diflG^rent du 
premier, puisque /(ß) peut changer de signe en passant par I'infini. 

(Cela aurait Heu par exemple si Ton avait /(ß)= — 2y^(c— /?) ' ***"* 

que ß<r, et/(ß)=: ^y»^^_^^ > lorsque ß>c. Dans oe cas, F(ß) serait 

/•(c— ß) — ^c ou /"(ß — <^)— /"^ Selon que ß<c ou ß>e, et remplirait 
par eons^quent la eondition ^nono^ plus haut, les expressions pr^o^den« 
tes ^ant des fonotTons continues de ß et comcidant pour ß » c.) 

Cela pos^ 9 il est Evident que la seconde et la troisi^me iot^grale 
seronty abstraction fait du signe, et quel que soit Ar, respectivement inf(^ 
rieores aux quantit^ 
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Cominei^Cß} ee^ pacbgrpotbdM, unefonctioueoiitiaue daß; rt aomme 
e 4iffike de zdro et de twd autro multiple de tf^ (pubqu'oo e c^far) cm 
Toit qoe te valeim pr^o^dentes peuvent dereoir moliidreB qae tonte gna^ 
äeuü doim^i en chflisfwaint e ftifllwunment pettt 

Vbk OD e VQ d^ autre cdt^ qa^ quelqua petIt qua Ton sappoie 
Ja qnantit^ fnrariable e, la aomme daa daifz autret iot^rala« oonyaifeni 
toDJom» pomr des valem» croteantes da k^ tob la Itndte is/CO)^ limtte 

qd aera dono oiissi oeDe de IfhAignißJ /(ß)*'Sö7^^' P**^ issoo, oe 
qu^il ^ogpnait de prouver. 
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Siir l^isa^e des integrales d^lBiiies dang la sommation 

des s^es finies oa infinies. 

Pi^ Mr. G. Ltjeune DiricUet. 

(BxtraitO 



Paraii les oom^omes nombreuns et fnattaiilqes qae Mr. Cfau/i a tir^ 
da 8a balle th^rie des dcpiatiom binomes» il jr an a une qoi pr^iente nne 
singolariiiS tcds remarquable. La lettre p ddugoant an nombre prämier 
4m +1, et f im aombre premier 4m 4* 3^ il r^ulte de oette thiJerie que 
las deidx expressions 

^ss S ma^i-^, et /» Z «n^^ 

eont dornig, per oes detoc dc|uatiom( da Mooiid degrö ^^p$ ^«rf* On 
oonaint de lA 4sm±Y'pj i^ssz±/'f, oA it ne a'agit plus qae de ilser la 
aigne qui doit 4tre uoiqae dans Fun et raiitre eafl^ lee tonmies prdciMen« 
tes Aant eooipldlanient ddlenmintfes. Bn attribuent dee valaiin partioa- 
It^lrei auz mmibree p et ff on trau?e toi^oiin que e'eit le tigiie eap^eur 
^ui doit avoir Ueii| meh il eet trde diffioila de proaver la g^n^litd de ee 
r^soltat fcndiqa^ per Itndaotfon« Dans aes ^DhgiMHanM mrÜhrnMcM^ 
Mr. Qimß ne a'Aait. pas ateaohd & lefer oette diffioult^ riagulidr^ nuus i| 
j es^ tefwa dans un memoire partioiilier *) que les g^mdtres regardeot 
eomme une des plos belles prodootions de ee profond aoalyste» La m^ 
thode doot II y ftJt osage^ oonsiste i transformer les sommes pr^oMeotesy 
on pIotAt les eRpresrioas plos g^drsles qol sfen diSdoiientf eo j remple» 
99nt los nombrea premiers p 0k 9 per nn eotier qodoonque n^ en pro» 
duits de sinas d'aras dquIdifflSrente^ prodults qoi soot trds faeiles 4 dfabier 
et qut ne prifaenteiit phps anpime amb^uiuS de eigne. La difficultd de se 
rsndre Men ocmipte^ 4 quoi tient le snoods des eonsid^tions d^eetas per 
lesquelles rfllustre aateur iipdre oette {ngdnieuse traosformatioa m'sgfant btt 
reobercheri si on ne poorarit pjBS rdsoodre la m£me questioo sens y re- 

^ SasuDiuio fimiiil«fD farierom ot^gototCniu OmmmtnU isoent, fßtkL Gfi&v« Tom^ I 
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courir^ je suis parvenu au tbeor^me suiv^aDt qui eomprend les Bommatioos 
pr^^entei« 

99 La Bomine de fa a^rie finie ou infinia 

F(a) SS c^-f-ej|008€i+C2eoa2arH" ••»• 
^tant oonnoet on pent toujoara ^«priiner. au mogren de la fonetton f{^j 
lea nouvelleB s^es 

qut ont lea m^maa coSffidenta qua la pr^ätiante.^ 

Je me Sitte que oeito iiiiti?ene manidre de parreDir aas rdsultatt 
ai remarquables de Mr« Ctaufk pourra avoir qoalqae Interet, lli&rteire 
de la theorie des nembTea neos montraDt par de nombreox exemples^ 
qoe o^eat aurtout dam cette partfe de la seience quil y a de TavaiH 
tage h ennsager la mdme queatieii aeoa des pobto de me tr^ diffe« 
renu. La m^ede de Mr. Gaufr itakt juaqa^li pr^mut le aeul mojeii 
de vaiDCtte la dififiodt^ fndlqu^ et qoi eoiüiste dana Pambigoit^ do iltgM. 
CeUe qoe Mr. lAbri a donofc, qucfqae tr^ ingMeuae^ ne panrft paa 
propre k r^oudre cetie dfifficnlt^ poniqueOe fiift d^endre ka aonoonea 
cherobdea d'itne ^qoation da aeeond degr£. Pour ftire d f a pa ra ft re Vambi- 
goitd qne cette oirooiistaDee fail oaitre^i le aaTant anfaiir a reeoora d 
Peaiprcstion transfonn^ en prodoH^ sana iodiquer aueon mofen de par- 
Tenir k oette tnntformee« Maia ce paaai^ de la aomma ao prodoit est 
k loi aeul la queation tont enti^ey paisqu^noe feis ^Knltaij fl diapenae 
de toute autre anal/M^ Fexpreaaioii eo produit Aant da nomlxre de 
eeux qvf Euler a d^tarmin^ depats loogtempa par les oonaid^rations les 
plas sioiplea» 

L'analjae dont nona farrnia usage^ repoae aor oes deu3i thdordioes. 

91 La eooslante c reoiplisaanr la douMe conditioa O^e^fnv et ta 
foDClion f(ß) ^tant oontinue depois ss jusqu'ft ß^^^t l*int^gnale 

^* 21110^^*1^/(3)33 coFiTei^era rera Ta limife |ff/(0) pour das valeora 
indefmiment croissauies de rentier positil M.^ 

*} To/er le tomelX <i» re Jonmal, fmg. 167m 
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^Les coratantes & et c ätent tellea ^oo mk 0<6<c^|fr, et la 
fondiofi f(ß) Aant siippos^e contiftiie depro ßss6 jusqu'A ß ss^> Ilnt^- 

^^Jh " atwl ^^^^^ öonvergert dens la mAme drcomtaooe ▼€« 
It Kmite c^ro.*" 

Gea th^rdmas se ddmontrent faonemeht^ «xrnime je Pai ftit voir 
dans un jNR^oMent niftnofra *)9 loraqu'on suppme d'abord la foDCti on /(ß) 
tottfoott trobsanfe^ ou toojbnrs d^cromsante entre lea limitea de rifit^jgnir 
tton* Bour passer ensoite au caa g^&ü ou oette fonctiön präsente plo^ 
aieiirs maxfana et mioima eutre oea liinftes^ fl aufißt de d^oomposer lea 
tnt^rales ee d'autres enlre les limitea desqaelles la foootion /(ß) n'est 
plus aitemati?eiiient oroiasante et d^eroissante* 

Au mojen de cea tbdordmea on deteffnme faoilement la limite 
r^m laquelle eoii?e?ge rint^gralei 

a dkagnBOt une oonstante podtife ^eloonque, et la fonotion /(ß) ttamt 
oonl^aM d«piuB ß as fotqn*^ ß=ta. Soft tir le pli» grand mnltqple de«' 
cooteott dans a, Ifnf^ipvle prdoMenfe sera la somm« de eeUes-ti 

La premidre ftant ddoompoafe an 2/ autres prlses entre les limitea 
Oeti«-, 1» et 2.f «r, 2.iir et 3.1^, .... (2/— l)-!»- et 2/.|jr, 
g\ dana ees neuvelles integrales Tod ^erit au lieu de ßy 

ß, fr— ft «•4-ßt a«-— ß, ...., /«--ß, 
et n Von tranaforme eosmte lea int^rales doiit le rang est un nominre 

pair» d'apr^ la Ibmiüley 4^(ß)^ß ^ '—J^/Hß)^ßf ^»tes ces integrales 

s'j^tandront depuis ß =: fosfifd ß = It. En lea r^umsiiant dono et 
ajrant ^ard ä oe que k est un entier^ il vieodra 

expreaiion qui d'aprds le prämier des tb^ordmea prde^dents^ oonvergera 
pour des valeurs oroissantes de k vera eette limite 

Hif(0) + m +/(2^) + . e . • + |/(/;r)). 

*) Yo/ez €• Jofimal tomelY, pag 157 on le ^ Kepertorhin der Physik von Dov«. «mn 
Maer,'^ oA b mjme d4Soief)0ir«iien est simplifide k queiqaes «ganis. 

8* 



qoe a«:/ir, derteBt g&iÄraleiiient^^*^ mj 

MmpiBfant ß par Z^+ß* Lonque a~/T ne surpasse puir, il teilte 
da |iNDiier th^rdme qn^eOe oonTarge Ten h Hmito f :r/(lr); dam le oat 
•& d— /«* est aompris antra fir et sr^ on d^oompoaara ffait^^rala prM« 
danteandeuxautraaprisasPitnedepuisßaO jusqn'Ä ß^iir, Pantre dapds 
ß es f tr fasqu'd ß s a-^lfF. La pramidre deviandra toujoiirs ifCf(}T) pour 
ürssBoa^ tandiB qua laaaaande qoipar le ehangamant de/} an «T-^^ preiid 

oonvarfa vara 1a Umila xtfco an vartn dn seoond A^or^ma. 
Sn r&mbaant ce qu! pr^dda^ on voft qoe nnf%iala 






Aifl 

loraqae l'entfer podtif Ar qifene ranferme devient infini, prend toofons 
cette valear ^^i 

*r(l/l(P)+/(ir)+/(2ji9+.... +/(/«•)) « iJr/(0)+jr S/(#r), 

«asl 

/ir dtfd^pMnt le plus gnni inull^I» de ir conteno dans a. n n'y a i^msf 

oeptfam que lovaqne a est im multiple escaet de»v 1^ demier terme fffO^ 

devan^ dans oe oas> ^tie r^duit k la moiti^ de sa ndear« 

^ 2. 
CoBsidAroiis ks de«x fot^j^tUes 



*} D ft*esl peilt «fttre pai inofria de prfvedr one djffieultf qiM r«iipki de 00s daox in* 
t^dev poiimut fiiire naüre* Quelles anteurs ont teofiei qo^ifie tnMgiak priM «nCf« im 
Umltss iruMes doWmt n^ceuairemenl indAerniMo^ loitqae U rnidion sons le ^igne ne a^a- 
fioidt pas h cee deox limite« Les tfit^giales que neos conriMroni ne setfalbiil pao h cttta 
coodttion et tont atenmeine oompUieirwm dfteniiMw» eomme on le vdt tm le champ cn lea 

meltaiit aoQs eette aii(re bnney TJ^A y 77^^ H rjsidte de & ^ las lni^;m- 

les Mosa^doi /iina^Ba, prieu depais as:— p jiis^*% ^=^Pf g w i vei yeitt Itcne «I 

raotre vers luie limile fixc^ lonqoe la qoantitf posiüvep croit faddOniineni^ «dt qoe eettoaog- 
mentafhm ae fasse d\ine maniire ceotieiie, eoit qn*afle ait Iho, mmme dane ee foi tra niTi«^ 

par aents ef eaffant one loi qneieonqae. D n'en eerail \wa de mteie pour rtntfgrale /tmada^ 

iffm euppoaa qnatqnefofs ^le 2k ate, el qof aal eeaendslloment InMCenntntei da OMini lanl 
qa'on la oonaidire en ello mArne. 



ifmikpfaa sacbe qifoii a aes /"({«*% &ss /"(f «r)» nom D'avoiiB pat 
besofai de lapposer ooaaues las ▼denn de ees deax oonstantes qui se pr4- 
senteot d'elies mfaias dans Panilyae qoe iioqi alloiis d^relopper« Si roa 
pOBe dans h premidfe int^ale assß-^d*! ß d^isnant qm noiirelle va- 
ricdile et d* ^tant nne eooslante rdelle qoeloonqae^ fl riendra 

La teoonde Int^irale dfamt dridamment nnlle^ catte ^quatfon prendra 
la fiNwe 

CM(i^/^tM(ß^9M2eß*Bß^an(ß^y'^tän^^ =3 o. 

On trouve d'iine manldro tonte amiblaUe 

rfn(d^y^eo8(ß«)eoa2«'ß,a|5 + eo8(^y^«fa b. 

En dimliMuit «icceM i wowi t chacime de ces deox Int^graleBi on aora eet 
^qnations connnes? 

y €0603^6082^0. a|3 ea acos(^^ + is!h(^, 

Si l'on po6d ßsaila)^—;, ^ a i^, a Aant une nouvalle va* 

riable^ et a et i ddoignant des eonstantes ponthrea qae Pen conddftwa 
eomme des eniiera dans ee qoi va sidTre^ & viendra 

Gela pos^sdt 

l« F(a)s:c^4'^i<'osa-f*^2aos2a4**««* =* Scioos/a 
une s4ie de cosinus finie oa infinie» On suppose seolement que lorsqiie 
U w6fAe se prolonge dPii^nii eile est eonTorgente etexprime une fonotion 
eontuuie de a, Les ^quadons pr^dentes ^tant multipli^es par c,» si Ton 
somme ensuite entre les rodmes limites ^pie dans l'^^piatioD (l«)t on aura 
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(A Von a fait pour abreger 

Pour obtonir les integrales prdoMenteSy on les suppowra d'abord praei depuis 
a s= --(4A+l)fri jmqa'k it^U^i)7r, k dÄignaot uo nombre e&tier poeitir 
queloonqiie qua Ton conaid^rera ennite conrnie infiai« Cfaaouna de cos deox 
iut^grales ^tani di^mpos^ en ^k^\ ntfuTelles !iit%rales doot las liraites 
r^uUent das aKpransions {^h-^\)n et (2Ä4'1)*> mi atttibuant i^ (outea 
ks Taleirrs entidres depuis Asb — 2h jusgifA A±s2Ay t! Fon posa ansuito 
ßss 2Air-|-7 Jans ahaoone da ces iioiiTaUas int^ralas^ at qua Ton ob» 
serra qü'on a d^apnSs T^quation (10^ ''(2^ir+Y)^=^''^)f viendra 

tes somoiations s^^tandant depnis A ss; «—2^ josqu'^ A ss 2 A. Ea r^oissaot 
les tarmes da la premidre somma qai correspondaat A das valaurs oppcH 
sdes de A^ aette somma preadra cette antra forma; 

^~S^' +*5^*(^"^(7 + 2A»)^ + aa8^(7-2A^y) 

Le factenr oi)»^{*f-^\h*fr^) es co«(||^-{-iiA*ir) »'• ^demraenlque 

d«uv valmin diff&«iite», et oe Ciflteur est cm (^ ) ou «mi(-^ + -^) 

seloD que h est pair ou iinpeir, pnisque h\ dans le premier eas, a la forme 
4f* et, dans le «econd, eelle-d iy,-^!» II tiendra dono eo reuoisaant 
t^paremest les termes pour lesqudb h est pair et eenic cA h %A impair, 

co8?^(l + 2<»a«7+2oos2Ä7-f-....+ 2eo8*/i7) 

4-cos(i/iÄ*+J^)[2oo8i/i7+2ao83(in7) + -----f 2oos(2A~l)(fllY)l• 
En subsHfuant pour ces daux s^ries les expressions aonnuas 

f^in(2Jk + <);wr em(4t-fl){wy _ •iii(2Ä:.f t) |jiy 
iia^nr ' fiin|Hf siofny * 

il yiendra 

La »onime q?ie la ^econde iotegrda renferme» est pareiliamant^ 
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Ces exprearioos «jrant la m^me valeor poor y et ponr — 7^ et la mdme 
cirooBitanoe ayant lira pour F(y) an Tarto de P^quation (lOi H est 
permhi da n'^tendra lea int^ratioiu qua depuia yssO {usqu'ii 7 ^=^9 ®t 
de daubler lea rdMiltats* Oii trouve ainal oes denx expreaaioim 

8i Pen pose ^ny » ^ dam la prami^ et dana b troMdme int^rale^ et 
f 117 SS dana la seconde et h qoatiidroe^ cea expraarfons prennent la forme 



nm 



U-^^W^o^d'^r+'i^yi^^o 



.r±mM[„^^^Hn.+^)]^C-i)»ß. 



nn 



^/.''^'^^^M^-'-^H^oi^ 



nn 



Les limitat de oea exprettfona correapondantea ji kssoaf rdaul^ 
tant imtn^iateroant da tb^ordme dooncd i la fio du prämier $•; an aub-* 

athuant oaa raleura dana lea dquations (2«)| et multipliant par iV§^' 
il Tiendra 
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Sfans ebaoune de ces dem: i^ualioiui lä prem Mg e soinme ifAiand depius 
i SS 1^ jusqu'au plus grand eotier oontena dant \n^lk aaooDde AßpaSß #es 1, 
jusqu'au plus grand entier eontenu dans fn^ lo demier terme de la ae- 
eonde somme devant dtre r^duit k mxMi lors^ue { /i eit un nomlire en« 
tier, et la mdme ehoae a/ant lieii pont 1a pranidce lorMpie^ii est ensat 
un entier* 

Pour d^düire de ees ^ationa lea aommatfone dont {I a Mgnesdoii 
dam le pr^mbule de oe m^oire^ anpposona la sfrie (1*) oompiMdo de 
n termea et toua aes ooSflloima ^ffixasi h f unit^« Oa aura alot« 

et la fonetion F^-^) aera dfidemment milley Iqm^ ^ eat im nombre 

eotier tum^-ilMstble per n. H rAmlte de M| en ayaiit ^ard anx limitea 
dea aommatioiia pnSoiMentesi que toua leiira termea disparaiM^t, et ODmine 
OD a aussi F(0) s n^ il Tiendra ahnplement 

Pour d^terminer lea deux quaiittt6i a et 6, iud^ndantea de^n, il aoffira 
de donner a n yne valeur partioaliäre* Postint par «mnpte titstif on 
aurä Gsst, KsbO, et lea ^qnttions prtfo^entes deviendront ass/'^^, 
b CS /^ir* On a dopo g^iAralement, ijq^ qna aoit a, 

et par coas^quent 

Ell attribnant «uooeadyement d A, oea 4 forniea 4|[<» 4f(-ffl, 4|x+3» 411(4-3, 
et reraettant pour 6 et H lea sdrie« ^e oea lettrea rapr^Mirtant d'aprds 
lea ^quationa (3.), on auca 

Sogs =» /^^> Sain ä 0, /ts&siu + l» 

Sco»^^ = 0, Sain^i-^ es 0, «t=4tt+2, 

lea aommatiooa |'^tendant dapuls ies fuaqua ics /i-i-l. 



3« JürUhtitt »mwtfifm if«t «Aldi jßop to iniigmUe däfinhg. 0S 

|§ ne f ermmeni pas 00t ttCnity tans «roir rappelt Im ixNifMÄ«» 
flooB exlrdmement siinples par lesquellea Mr. Cfamfs dans le lU^moire d^ 
dttf^ a dÜuit des aoqireMioiit pr^oMentcay la Id de r^prooil^ qui nhtB 
eolre daox nombraa preaaien tmpaifv qnelconfptes» 

La nombra pramiw imp^ /» ^tant ooosid^rtf OQUime ififaeor» le 
reste provenaiit d'oD carre ^deimqiie iioii*di?iBible par p^ aera ^videnn 
ment eompris parmi een: qpie donne la adrie 1% 2> 3^ . • • • (^7^) > 
et 1^ prouTe fadlement quo eea reales qua |a dds^nend par 

h flf|f ^t# «st ••••! *Wt 

pris daiis an ordre qoeleooqiie^ sont toos JHffi&renia antra. euib Soiant 
eoeore |l ij„ 4,^ ••••...•, *^, 

eeux des nembresl, 3» 3, •###f i'**^ 91^ la a&rie (L) ne ranferme pas« 
Cefa posdi* le nombre qodeenqoe f nen-firiBible fnpf est dit rdaidn 00 non« 
r^ida quadratiqoe par rapport an difisenr /, seien qiie le reiste da f appartient 
d la sdria j(L) on d le adrie (IL^ et Ten a'assnre ftailsment qne fes restes 

de V.ff 2\f9 3^7» ....f (^^)Vf tbstvaotien fiiite de PerdrSt eafticidont 
atee (!•) en (IL)| aefam qne leipramier eu le seiend de ees den: oaa alieu *)» 

CJottsid^ns la aomme 2 e ^ ^ dsna hqqene <f ddi^pie ä 

l'ordinaire la baM an logatitfames n^rienk Gonnno f Ott koj^tbf ü r^rafte 
des exprantoBs da ^ pc^o^dent ifa» oette fionuM «t /> «n />.^— 1 
Sek» gne /» « ta fonm 4fi4'l 'm* oetle^ot ^1^*1*3. Me double valsor 

dtant donade per te femwle «mlfua vX/**— t)'^S <io amfa 

8i l'oa mal A pact le pren^ teime «t ^pie I^ rdwiino 4einc «üdeoK las 
tannaa oomipoiidluito a « et A /i— «» «n apnt i^g»vd ^ Pd^paüa« ^vi« 



«»1 



*) PiiyiaMMW mitaNlieai. Sed IT. 
Orcütt fowMl 4. M. M. vm. 08.1. 9 
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Ott OB qui reriapt au mdiney eo N|e(nt les mnllipies de 2fe/^^^t diot 

1+2 :s e^'p^ * « ^/7i(/r«.i)U ; 

^ € ' "^ ^ wo. 1+2 S «• " *^ V 

6t oonnne ImreataB de b s^ i\f, 2'.f, S'.f, .... (^'^y^) »f, nibuukiüi, 

«reo (L) e« ^K **'^ T*^ f est oa n'ttt pae Mia quadnitiqae jpar 
wg^mi kp, va a te^veeÜfemMit deue «m deux om» en a^ligeiitt tm»* 
feon lei audti^ de.air/*--! dtm^«p08Mi^ 

:l+2 S «••T»'-* ou JP«1+2S «••'^'^-^ 

dost la eeoqole en T«rta de r^qaüoa <rident% 

1—1 »—1 



p— 1 p— 1 

•Ml is!£i iröHl 

•e cbttige eo JPae^l-^2 2 e''*?^'*^ S dono Too dds^nis ptr ^ 

l'tmit^ prise pondrament oa n^tirement mIob qtm f est oo D'est pat t^ndu 
quadratiqpie por npport ä p, oa anra T^quation qm ccwipreiid lea deux cas: 

Si Ton soppeae qiie y est antal uu nonbre premier impaiTy oa ama per 
ttue nmple permulation 

Ott>eai-4*l ^^ es^'^li s^Ioo que /» osfeou a'est pos r^du quadratique 
da f • En multipUaot les ^quatioiiB pr^dentea entre dlesi fl Tiendra 

Ott oe qui Oft b 0i6flM dKMOi eu ajoutaut 4#£t/*~1 h rexpoaant^ 

IibO «ssO 



«t bdla de foir ^'entrt Im Jbnitat d« \% dontte lot^gnakMi, fs+pi 
oe itur^ domier denz f<Mi !• la^e rcste far rapport an diTMMir /i^i 
€8C 4 les restw prorenuit« de f «•!-/»/ et de f«'-|-./»^, ^ent ^Sgonac, 
7 (f"«') 4- /'(<*— O »ni^ divülde |)sr ^f» oe qni cp^e, #, y ^tmt 
eooq^ entie et /»— 1» «t /, l' «atre et f— 1» ^'on ait d Je foi» 
«SS«', im^fm GesrMtMMmntdoMO^ l»2>*..*,^f— >1, et Ton pomre kt 
mettre & fe phee de \m iMe de Tttieva founuei per rexpradon 7«-|»/»^ 
eeehengement eensistant dvidemmetat k nif^iifftt dea muKiplei de 2:r^— 1 
diu Pespoiant» Oo aara aiMi 

JssO 

mi CB Mrnpla^^ le prwB|«r smnlira par as nlenr qiii r^aidte An coä* 
prenioM du $• prtfc^dAO^ 

et per eoni^qiunt 

H opoune Texponnt est AciuiveleBt ii TeipHtMioo 

dent le second terme peat ^tre tnigjig^ oomme tont dtTisilile per 4, ü 

I. «: (-1) ' X 

Gatte ^qne&m lenfiBme le loi de iiAiljpPooft^, oar 3 en r^snlte qnPon e 
ie^i, lecaqoe ;» et f aont l'nn et fenrtre de la f<mne 4ft+l, oo Fim de 
le fimne 4ft4-l, feutre de le faime 4(i-i*3, et <pi*eu oontraire ob a 
^tsB— (y kmque /i et f oet Pen «t ÜMiCre .la CMrme 4/t4-3* 
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OB^ 4» C. Q^h laeohl, tut tlnörUA yQtUä^ßBinknmnt und H. tkftr^OMdkmgi 

Zur Theorie der Yariations-ReclmiiDg und der 

DiflTerential - GleiehuDgen. 

(Yoo Herra Prof: C G. J. JacoU m Kdoigtbeii^ io Pr») 

(Aoang dm Sdbdbais dendben tobi 20. Ne?«mbor 1636 an des Hmn PkolMor Mb^ Bioild 

dar nadiematiadkeD Claaae der Akadeoua dar Wlmemehaftea «a BadiiO 



llds ist n&p gelongen^ eine groAe und weteotliohe Lacke io der Yarie« 
tioDsreehnuDg eiuMsufalleo* Bei den Problemen des Grö&ten and Kleb« 
sfen nfimlicb, welche Ton der Tarietionsredionng abhfingeni kannte man 
keine allgemeine Regele woran zu erkennen wlire, ob eine LOsung wirkBoh 
ein Grolstes oder Kleinstes giebt^ oder keins ron beiden» Man hatte swar 
erkannt I dab die Kriterien bieftir dayon abhSngen^ ob gewisse Sjstame 
Differentialgleichungen Integrale haben^ die wfihrend des ganzen Interralb^ 
Bber den das Integra), welches ein Maximum oder Minimum werde» scrfl^ 
erstreckt wird, endlich bleiben« Aber man konnte diese Integrale selbst 
nidit finden, und auf keine Weise sonst, ohne sie zu kennen, den umstand, 
ob sie innerhalb der gegebenen Grenzen endlieh bleiben oder nicht, erfir» 
tem« Idi habe aber bemerkt, dala diese Integrale immer Ton selber ge* 
gaben slnd^ wenn man die Diflbrentialgleiohungen des Problems inti^rurt 
hat^ d« h. die Differentlalgleiehüngen^ die erfüllt werden mSssen, da* 
mit die erste Variation verschwindet« Hat man divoh Integration dieser 
DiSerentialgleidrangen die AusdrScke der gesuchten Functionen erhdten^ 
welche ^ne Anzahl willkiihrlicher Constanten enthalten werden, so g^ien 
ihre nach diesen willkahrliohen Gonstanten genommenen partiellen DiSe- 
rentfalqnofienten die Integrale der neuen Diffinrentialgleichungen^ welche 
man zur Bestfmmnng der Kriterien der GrObten und Kleinsten zu inte* 
0rhwi hal# 

Es sei, nm den einfitchsten Fall tu betrachten, das vergelte In» 

tOff^X fsif^j^ 1^)^^' V ^^ ^^^ ^^^ DifferentialgleMfa 

^— d.^s-O btttlnntty woy'fOr «^ goaetet fat DerAusdrnck vtmy, 
wia er durah As Ihtegralian dieser Glelohang gegeben wtrd» oilbmi 2w«i 



wülkufarlidM) Con8taD<«ii, die ieh a und b nennan wük IK» siraito Tirii« 
tion wird=, wenn wat^y, u/^-^ttlt, 

sein, wo ISr das Maxtmam oder Mimnnmi nSChTg li^ da» ^-^ Jonner dianibe 

Zeiohen iiehStt. Aber um <Be rollständ^gen Kriterien dee Mudaüiim oder 
Min&nmne «i haböiy mds man noch den TolbtSndigei» AneAmok einor 
FoDOtioD V kennen, weloho der DiflbrentiB%leid!iaii^ 

Crennge leiitel; trie man Äes In.La^rang^t FunetionenAaorie, oder hi 
lHrh»eH*9 TaritHoioreohnang aeben kann. (IKe Ttrfetfoaveebnnng Ton 
Ohm ist in dieser Tbeorie nioht genau.) Dfeien yolb(ftid%ett Ansdmofc ISir 

V finde k)h nun wie folgt. Bs sei vsaa^-f-0^, wo |^, ||^ <Be per» 

tieUen IKflRsrenfialqootienten von y bedeuten, nach den winknfariiohen Gon« 
•taoten a» b genommen, die in / Torkommen, und a, ß neue wülkuhrtidio 
Constanten sind^ so wird 

der TerfadBgte Ausdruck van v, weteher man winkSIu^h» Conitante 

•^entbSIt. 

Schwier^er ist der Fau, wo nnter dem btegralzeiciben Diffinoi- 
tfil» hOberer Ordnung als die aste voikMiunen. Es sei /J^d^ y,y^, X'O^« 
SU ebesB Masnnnm oder Blinimiim sn naoben, wo wieder y'asi^T, 
ynoT-^r >o ^>^rd / das loti^ral der JDiiFerentialgleiohung 

welebes 4 wSIkSbriidie Coostanlen u, a^, <^, »s entbalten ^ 
wieder iy sas w, Sy' ms u/, Sy'^ms wi'^ ao wrbd die swa'te 






i 



F8r <Iat Maxfrimm oder Uiaimtim nufii «rp^ immtr dsMsUia Zeidim ha- 
ben« Um ebw die yolhUIndigea Kriterieo n he&eot nuib iMiMi folgendes 
System voo IKfferenHe^glekihiingeni ihtagrireai wie imn vm Lagrvii^'^ 
Theorie ^er Fonetioneo ersebea keimz 

Durah dieie 3 IXffBreiitialgIflidMiDgett eraier Ordoimg, wilolw eTiMii iknXkki 
al)Mbreokeod«i AnbCdc bieten, smd iS» drei Fimotioiieii-v» ^i nnd f^ m Imk 
rtii n-**"j deren yoll«t8nd<£er 4uidruok 3 irillknhrliohe C&nstentm <nth>Hm 
mJk» Idi b^* it^v^ «Ugenidneti Intepsle, ww kA^f gdandeik Ei wA 

oStr e> e^n i/, u^ lioelre AosdrSolte der perUeUen DjflBerenthlqaotSeDtm 
foa y Ji*dt dem wilikohrlioben Cpntteiiteo, d{e es ehtUU, gtnonnneor 
Di« 8 Constanten a» ai, a» o^, ß» ßi> ßt> ß» eind flieht ^aiis wiUI^nltflieh 
an nämuBUf sondern es muls swiMbeB den f^ fns ihnen suBammengeseis* 
len Grölsen aß*— (*iß, aßt-^««ß» a^— «bßi «tß,-rß»a„ «bßi— «ift» 
Oißs— 0»^ eine gewisse Pedingung ^tatt findegi, in tean nBhare Br&Ca* 
rang ich hier nioht eingeben wiU. Blemaeb werden die «Ilgaaieinan Ans» 
drBflke fSr v. Vif Vt» 4(«.lBh gefonden babty. lo^gande; 







Da swiiehen den .9 GrSlsfo aßi*-«tß «• 9» w» eine IdentiMba 
Qieiehui^E StatI ündot» anfserdeoi »wisebon denselben nooh eine Bedbignif 
gagsban h^ nnd hi den AosdcSckan fon p, Vi, v, nnr Ihr« YfirbUffatisQ 



wAomtam^ so Tortreton sie die Stdie T(m 3 w8&Shi^«beB Genstmleiiy 
wb Tcrlrasl wurde. 

Die allgemeiBe l%eorie, wenn unter dem hAegr^zeklbm Se Hü» 
lerentittle von y bis auf irgend ^e Onbui^ Torkommen, wurd ohne 
Sehwierigkeit aas eine| merkwurdtgoi Etgemchaft einer besondem Claise 
KneSrer Oifferenthlgleiohiingen abgeleitet. Diese linelren DiflferentialgPd« 
«bo^SB der 2iiteo Ordnung bal)en die Form 

^n> y^' ""9^ "1*^ "^^ <^i ^<^ gegdieiie FnaetioBen Ton « sind. Wenn y 
llrgend «ia Zategnil der GMobnng TesO isf, und man lelat uwmty,' n 
ivM dsv Aimdmcky in wekbem u^^ sa ^* 




lail^SrabiBl», d» b. man iiana ttm Integral Mgeben ebne t an kamen» 
dtoaes Liteg rat bat wieder die Form T«n T, nnr dais n am 1 ideiner 
triMrden; man liak nSmlidi: 



fyUi 



-»* T~3fj^ — I — er^ — r»*-«-! -^^^=3 — $ 



^o f^ ^^S^S ^^ ^ RmotiöneQ ^ tioh aus a md den Fmidioiiai Ji 

und diaran Diffinmitialen aOgenirfn angeben lanen« Her Beweis dieies 
Satzes iit wkbi ohne Sehwiengkeit» leh Ittbe die aVgemeinen AusdrScke 
der FimoliDaen B gefnndens dodi genSj^ m Kt die Torgeseteto Anwen« 
dnngi nur fibetliaupt zu beweben^ dabjyt/^9m dBe angegebene Fomi 
habe^ ohne dab es notfa^ ist^ ^ Fimotionen B selber m kennen« 

Die UetBighjA der gefondenen Resultate^ nm nieh eines fransSnU 
sehen Aasdnii&es n beffienen^ bembi ungefHbr änf lobenden Betraobtan» 
gen« Man kann bekanntlidi der ersten. Variatkiff die Form f^^y ^^ 
gebeni wo V^sl die an ml^^rende Glekdiung ist# Die aweite Yaria» 
tionerfaBlt Mernaoh dieFon&y l/^lyd^a Soll die aweite TarisOm das 
Zefohen iMit Sndein^ so mnu dieielbe nkdtf Tersehwinden kSnnen^ oder 
dleOkiQhnog iFtsO^ wekAe Iniy lineBr ist, darf kern Integral ly liibe% 
welobes ^e Bedfaignngeii denen naA der Katar ddb Problems ^y nntei^ 
WorCm kt^ erfallt. Man siebt hieraus, dab die Glehhong iVts^Q bei 
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dioer üntenanlbiiiig eine bedanlende Hdle epielt^ nnd ge^iralirt in 6w Tliaft 
JbaU Ifaren Zinaminenliang tnk den för 4lie Kritermn des Maie* oder Hin# 
SU M^grireoden DiffereotialgleiGbungen. AeCiefdeni sieht man, eogieidi^ 
dad 4oia Werdi von $y, wetolier die DiSerenfiaJgleichuog j ^ s esloll^ 
jeder partielle Oifferentialqtiotient reo y ist, nach. einer der wilUiSiAehen 
Coustanten genommen, die ^ als Infegrd der Gleichung FsssO entbfilt 
Man ech&lt daher den nllgememen Am&uck des Integrals iy der Diffb» 
imitis8glcii€hung J/^sssO, wenn man ans allen diesen partiellen DUFeren« 
fjafquotienten von y einen lineSren Ausdrudi bildet» Die Gleiohiuig ^/^as 0, 
deren s&mmtliche Integrale man auf diese Weise kennt| ISbt sioh aber, 
wie man zeigen kann, auf die Form der obigen Glelehung TsesQ bringen, 
wenn man in dieser Sy ior y sehreibt| und yermittebt der angeriebenen 
B^ensdiafien dieser Art Gleichungen gelingt es^ die nweite Taciatioo 
ioVlyhx durch fortgesetzte partielle Integration in ^ea andern Ano- 
druck zu transformiren^ der unter dem Integrabeeichen ein TollstSnd^|eB 
Quadrat enths^t, welches dien die Transformatkm der nweüen fiariatiim 
ist, die man hiebei zu erreidien strebt» Wton s» B« das obige Integral 
ffiF^y^y^y")^^ vorgelegt ist^ und man die fBr diesen Fall a^gsgAone 
Bedeutung von u und u^ beibehSlt, so erhSit hF die Form 

iF^Aiy^^'phLj^^l::^ 



öx 

und es wird iF^aO f8r iy^su* fi«M num iyfssu9*y, m «ri^It mn 
naob ^em objgeB an^andnai Salns 

Setzt man mm du leUte Int^rd jVi, ^y*hx^ so wicd die Gleklmiig 
/".sO erf&Ue, if«iiii man Yyxaa^ «bo ^y ' «-= Ül2ä=Üiü! jetet^ Blan 

kann daher Seselbe Methoda ÜMiaetsen, indem man yy^aa "*'»"^"^'^ . ^*y 
teCet, wodudi niKsh danHdbeii Salsa 

wekliet die letste Thmtfonna^on iit, in ^ivIlolMr die «ftncRfoliabe Varia* 
tioo Bor in dnam Qoadrat «itar dam InttfcaliaQhen iroiiuimml. JHaa 
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sieht ubrigdiu leicht, dals Bizszü^^j, C = (""»jj;''»" -fa, und daher 

Es ist ferner J^'ssj-^^ to dafii C immer daaselbe Zeichen wie 
^f—a hat, welches (ur das Minimum immer positiv, für das Maxhnmn im- 
mer negativ sem muCi« Man mub bekanntlich nun nooh untersuchen^ oh 
S'^y' zwischen denGrensnen der lotegration nicht unendlich werden kanni 
wozu man durch die Kenntnils der Functionen u, Ui in den Stand gesetzt 
ist, welche man kennte so wie y gegeben ist oder dgis voilstiindige Inte- 
gral der Gleichung /^=0« 

Wenn die im Yorsf ehenden angedeutete Analysis ziemlich tiefe Spe-* 
culationen der Integralrechnung erfordert^ so werden doch die daraus ab- 
geleiteten Kriterien 9 ob eine XJStxxag Sberhaupt ein Maximum oder ein 
Minimum giebt» sehr einfach« Ich will den Fall betrachten ^ wo^ wenn 
unter dem Integralseichen y mit seinen DiflTerentialen bis zum nien vor- 
kommt die Grenzwerthe von y^y^ . • • • y^'*^^\ so wie die Grenzen sdber 
gegeben sind. (Setzt man in die 2 n Integralgleichungen, mit ihren 2 n will- 
kuhrlichep Gonstanteui diese Crrenzwerthei so werden die willkübrlichen 
Gonstanten bestimmt; aber weil hiezu die Auflösung von Gleichungen n5- 
thig ist| giebt es in der Regel mehrere Arten dieser Besttmmungi so daft 
man mehrere Gnrven erhält, welche denselben Grenzbedingungen , und 
derselben Differentialgleichung GenBge leisten* Hat mau eine von diesen 
gewählt, so betrachte man den einen Grenzpunct als fest, und gehe von 
ihm zu den folgenden Puncten auf der Curve (Sber. Nimmt man einen 
dieser folgenden Puncto zum andern Grenzpuncte, so wird es, nach dem 
eben Gesagten, sich ereignen können, dals man durch ihn und den ersten 
noch andere Curven legen kann, fSr welche in diesen beiden Grenzen 
y', y'^, y^'^^y dieselben Werthe haben, und welche der vorgelegten Dif- 
ferentialgleichung genügen« Sobald man nun, indem man auf der Curve 
fortschreitet, zu einem Punct derselben gelangt, für welchen eine jener 
andern Curven mit ihr zusammenfallt, oder, wie man sich auch ausdrHk- 
ken kann, ihr unendlich nahe kommt: so ist dieses die Grenze, bis zu 
welcher, oder iiber welche hinaus, man die Integration nicht ausdehnen 
darf, wenn ein Maximum oder Minimum Statt finden soll; weno man 
aber das integral nicht bis zu diesen Grenzen ausdehnt, so wird einMaxi- 

Or«ne'€ JonTA«! d. M. Bd. XVIL Bit. 1, 1 
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mum oder Minimum immer Statt findeo^ voraingeMtztt dafs ^-^, ^rviVcken 
den Grenzen immer dasselbe Zeichen hat« 

lob will^ um dies an einem Beispidedeutlioh xa machen^ dasPrin« 
dp der kleiosten ITirkung bei der elliptisohen Bewegung eines Planeten 
betracbten» 

Das in dem Priooip der kleinsten Wirku|tg betrachtete Int^ral 
kann nie ein Maximum werden, wie ttogrange geglaubt bat: es wird ab^ 
Buoh keinesweges immer an Minimum ^ sondern es sind dazu bestimmte 
EinschrSokungen für ihre Grenzen nätbigi welche durch die obige alige<» 
meine Regel gegeben werden^ widrigenfalh das Integral weder ein Maxi«- 
mum noch ein Minimum wird« Es fange der Planet (Fig. In) sich von a 
zu bewegen an, wo a zwbehen dem Peri« und Aphelium lit^ge; der an» 
dere Endpunct sei bi wenn 2^ die grofse Axe, / die Skmne ist; so er« 
bfilt man bekanntlich den andern Brennpunct der Ellipse als Durchsdinitt 
zweier aus den Centren a und 6 mit dm Radien 2^—*o/y 2ji — bf 

• 

beschriebenen Kreise» Die hdfden Durchscbnittspuncte der Kreise geben 
zwei verschiedene Lösungeti des Problems, welche nur dann in eine zih 
sammenfallen können y wenn die Kreise sioh bernfaren ^ d« h« | wenn m b 
durch den nndern Brennpunct geht« Wenn man also von a durch das 
andern Brennpunct der Ellipse/ die Sehne der Ellipse aa^ ziehte so vrird, 
dör gegebenen Regel zufo^e, der andere Grenzpunct b zwischeo mid 
a^ liegtri; miissen, wenn die Ellipse das im Printip der kleinsten WirfLung 
betrachtete Integral wirklich zu einem Kleinsten machen soll« Fällt b in 
tfx » ao kann die zweite Yarlation des Integrals zwar nicht negativ werden^ 
aber 0^ so dais die Aenderuog des Integrals von der dritten Ordnung 
und daher sowohl positiv als negativ werden kann» F&llt b über a' hin» 
aus 9 so kann die zweite Variation auch selbst negativ werden« Wenn 
der Anfangspunct a zwischen dem Aphelium und Perihelium liegt ^ so 
wird der iiuiserstePunct o^ darch die Sehne der Ellipse bestimmt^ weldie 
man von a durch die Sonne J zieht» Denn wenn a und a* (Fig. 2») die 
Grenzpuncte sind, so erhSlt man durch Drehung der Ellipse um afa* ^im 
endlich viele Lösungen des Problems« Wenn also der zweite Grenzpunct 
im letztern Falle Sher o^ hinaus liegt^ wird es eme courbe a douBle caur^ 
hure zwischen den beiden gegebenen Grenzen gebeoi ßs welche fvBi 
kleiner wird ab fnr die BIKpse# 
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Ich will bei dieser Gelegenheit noob eio Paar Worte 8ber die Va« 
ratioii der Doppel »Integrale sagen^ deren Theorie einer grölsern Bleganz 
(Hhig isti als sie selbst nach den Arbeiten von Oapfs nnd Poi$9(m erlangt 
hat» Um eine Vorstellang 7on der Art zu gebenj^ wie es mir «weokmä« 
jbig soheint, die Yariation der Doppel -Integrale aoszudrnoken, will ich 

den dnfaehsten Fall annehmen , in welohem ^lJj{x^y%%t]Pfi) ^xBy be- 
betrachtet wird, wo /i«^, ^^^' 

Es sei w die Yariation von z^ so wird 

Die bei einfachen Integralen angewendete Methode bestdit darin, den Ans* 
druck unter dem Integralzeichen in zwei Theile zu theOen, ron denen 
der eine in w multiplhsirt ist, der andere das Element eines Integrals ist ; 
der erste muls unter dem Integralzeichen ss gesetzt werden , wenn 
d|e Yariation verschwinden soll; der zweite kann integr^t werden, nnd 
man lafst sein Integral verschwinden« Eben so theile ich den Ausdruck 
unter dem Doppelzmohen in emen in w multiplizirtenTheil, und in einen 
andern, der das Element eines Doppel« Integrals ist, das heilst, wenQ u^s^ßw, 
so secze ioh: 

TjBTgleioht man die io i^v t^» |r- multipli(^w Tonnen» bo erhält man: 

»9/ ^_i.5aa» da dv df „dv Bf^ ^dv 

woraus 

Wz Bsp dy ' 

folgt, welches s gesetzt, die bekannte partielle PiSerentialglmchung giebt^ 
die hier auf eine vollkonmien symmetrische Art abgeleitet ist« Die Function 

V mnb die Gleichung erßUen:. |4l|| + |^*|^s Setzt man ^^0, 

so hat man: 

welches, in den gegebenen Grenzen genommen, verschwinden muls« Wenn 
T*in den Grenzen gegd>en ist, wird w und mithin auch ussaw. in den 
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Grenzen rerschvrinden und daher ij^ubv^sz^i sein. Wenn die Grenr- 
\?erthe von « ganz willkiihrlich sind^ so muls v in den Grenzen tw- 
schwinden« oder wenn t; =: die Grenzcurve bedeutet^ so massen die im 
Integral der Gleichung ^ = vorkommenden willkubrlichea Functionen so 

bestimmt vrerden^ dafs g^^^-g^+^-gr;^^^ '**^ u. s. w- 

Um auf das Maximum und Miohnum zurückzukommen : so ist es ein 
Übelstand, dafs im Gebrauch dieser Worte solche Verwirrung herrsoht* 
rian sagt^ ein Ausdruck sei ^rn Maximum oder Minimum^ wenn mau blois 
sagen will^ dafs seine Variation verschwiudet, selbst wenn auch weder 
ein Maximum noch ein Minimum Statt findet. Man sagt^ eine Gröfse sei 
ein Maximumi wenn man nur sagen wiH^ sie sei kein Minimum. So sagt 
Poisson in seiner Mechanik: bei geschlossenen FIfichen könne die kör-* 
zeste Linie zwischen zwei gegebenen Puucten ein Maximum sein^ obgleich 
es sich von selbst versteht, dafs man durch Ausbiegungen , die unendh*ch 
klein sein können, einen noch so grolsen Weg noch grölser machen kann» 
Freilich giebt die kürzeste Linie nur dann ein relatives Minimum, wenn 
die nach meiner obigen allgemeinen Regel gestellte Bedingung erfüllt ist, 
nämlich dafs es zwischen den beiden Endpuncten auf der Gurve nicht 
zwei andere giebt, zwischen denen man noch eine zweite uneindlioh nahe 
kürzeste Curve ziehen kann. Im andern Falle ist aber die Länge keia 
Maximum, sondern weder ein Maximum noch ein Minimum« Für die 
Flächen, die in jedem Puncto zwei entgegengesetzte Krümmungen haben, 
habe ich bewiesen« dafs zwischen je zwei ihrer Puncto die kürzeste Linie 
wirklich eine kürzeste Linie ist. 

Die oben angedeuteten Untersuchungen über die Kriterien des 6t(illk- 
ten und Kleinsten in den isoperimetrischen Problemen fallen eine wesent- 
liche Lücke in einem der schönsten Theile der Mathematik aus; aulser- 
dem sind sie durch die Knnstgrifle der Integralrechnung^ die dabei ange- 
wendet werden, merkwürdig* Tiefer aber in das Ganze der Wissenschaft 
eingreifend durften folgende Untersuchungen sein^ von denen ich mir Ih- 
nen eine kurze Andeutung zu geben erlaube. 

Hamilton hat gezeigt, dafs die Probleme der Mechanik, bei denen 
der Satz von der lebendigen Kraft gilt, sich auf die Integration einer par- 
tiellen Diflerentialgleichudg erster Ordaung znriiekfnhren lassen. Er for^ 
dert eigentlich die Isit^ration zweier solcher partiellen DiflPerentiafglet^ 
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chuDgen: man zeigt aber leicht , dafs es genügt^ irgend ein voüständigeB 
Integral einer ron ihnen 2u kennen. Auoh dehnt man seine Resultate 
leicht mit auf den Fall aus, wo die Kräfteftinotion^ d. u die Functioo, deren par^ 
tielle Diß*erentialquotienten die Kräfte geben, die Zeit explicite enthält; für 
welchen Fall der Satz von der lebendigen Kraft nicht gilt; aber immer uocb 
das Princip der kleinsten Wirkung. Durch diese Zuriickfahrung auf eine 
partielle DifiPerentialgleichung konnte wenig gewonnen scheinen, da nach der 
Pfa/f^Aobeu Methode in den Abhandlungen Ihrer Academie -~ und für mehr 
als 3 Variabein kannte man bisher weiter nichts über die Integration der 
partiellen DiflTerentialgleichungen erster Ordnung — die Integration der 
einen partiellen Differentialgleichung, auf welche das d/namisohe Problem 
zuriickgefahrt wird, viel schwieriger ist als die Integration des Systems 
der unmittelbar gegebenen, gewöhnlichen Difierentialgleichungen der Be«- 
wegung* In der That, wenn man , wie es ebenfalls ohne Schwierigkeit 
geschieht, die Untersuchung Hamiltons auf alle partielle DifTerentialglei- 
chungen erster Ordnung ausdehnt, ist es umgekehrt eine bedentende Ent- 
deckung in der Theorie der partiellen DiflPerentialgleichungen erster Ord- 
nung, dals sie so immer auf die Integration eines einzigen Systems gewöhn- 
licher Differentialgleiohungen zurKckgeföhrt werden können, welche bis- 
her nach der Pfaff^%ohen Methode nicht ausreichend war. Wichtig für 
die Integration der Differentialgleichungen der Mechanik selber, konnte 
dies nur werden, wenn man nachwiels, dafs die Systeme gewöhnlicher 
Diflferentialgleichungen , auf welche die partiellen Differentialgleichungen 
IstM Ordnung xurüdckommen , einer besondern Behandlungsweise fähig 
sindy welche sie ron andern Differentialgleichungen unterscheidet» Hamil- 
tofiy obgleich er manche Anwendung seiner neuen Metbode, wie er 
seine Untersuchungen nennt, zu machen versucht hat , hat bienron nichts 
bemerkt, und daher auch aus seinen mericwurdigen Theoremen keinen 
wesentlichen Nutzen gezogen. Aber in der That hat schon hagrange für 
die partiellen Differentialgleichungen Ister Ordnung zwischen drei Varia-- 
beln, auf die er sich beschrankt hat, und deren Integration zu seinen 
schönsten und berühmtesten Entdeekungen gehört, bemerkt^ da(s, wetin 
man ein Integral des Systems von 3 gewöhnlichen Differentialgleichungen 
Ister Ordnung zwischen 4 Variabeln, auf welchen er das Problem zurück- 
gelBhrt hat, kennt, nur noch zwei Differentialgleichungen erster Ord- 
nung, fede swisehen zwei Yariabeln zu integriren sind. Im Allgemeinen 
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aber \F&re noch eine Difiereotialgleicfaang zweifer Ordnung zwischen 
2 Yeriabeln su iutegriren , die mau also (nr jenes besondere Sjrstem ge- 
wöhnlicher DUTerentialgleicbungea immer auf die Iste Ordnung znrndL» 
führen kann. Wenn die partielle Differentialgleichung Ister Ordnung 
z^fisohen 3 Yariabelii die unbekannte Function nicht selber | sondern nur 
ihre beiden OiflTereotialquotienten f^nthalt; so hat man nur 2 DififerentiaU* 
gleichungen erster Ordnung zwischen 3 Yariabeln zu integriren ; und kennt 
man ein Int^ral derselben^ so hat maanädi der Layroit^Mchen Methode 
nur noch zwei Quadraturen auszuCührea^ wahrend im Allgemeinen nodi 
eine Differentialgleidiung Ister Ordnung zu integralen wfire« Der letzte 
Fall findet in der Mechanik Statte d« h« die partiellen DifferentialgMchun» 
gen Ister Ordnung^ auf welche die dynamischen Probleme zurtickkonH 
men, enthalten nie die unbekannte Function selber. Hiernach kann man 
schon aus dem J^^ijfran^^schen Yerfabren für 3 Yariabeln neue, höchst^ 
merkwürdige Sätze der Mechanik ziehn« Es folgt nämlich daraus ganz 
allgemein, dals, wenn irgend ein Problem der Mechanik, für welches der 
Satz von der lebendigen Kraft gilt, von einer Differentialgleiohung der 
2ten Ordnung abbSugt, und man noch auCser diesem Satz ein Integral 
kenni so dals das Problem auf die Integration einer gewöhnlichen DiflQs- 
rentialgleichung Ister Ordnung zwischen zwei Yariabeln zurückkommt, 
man diese letzteren immer integriren kann, d» bt man kann nach einer 
allgemeinen, ganz bestimmten R^el den Muhiplioator derselben findeot 
Ein solches mechanisches Probleni ist z. B« die Bew^ung eines Körpern 
in der Ebene ^ der nach zwei festen Centren gezogen wird« Euler fand 
hier mit Leichtigkeit auiser dem Integrale der lebendigen Kraft noch ein 
z wehes; die Ptffereptkiigleicbung erster Ordnung, worauf er hiernach kam, 
war aber so compHoirt^ dafs seine ganze Unerscbrockenheit dazu gehSrte, 
sich mit der Integration derselben zu beschäftigen und das Gebngen die- 
ser Bemühung zu seif)en bernhmtestmi Meisterstücken gehört* Diese Inte* 
gration aber würde ohne alle weiteren Kunstgriffe durch die erwähnte alU 
gemeine Regel geleistet« Ich habe vor etwa einem halben Jahre die auf 
den Fall der freien Bewegung eines Punctes in einer Ebene bezüglichen 
Formeln, welche allgemein, wenn man auiser dem Integral doL lebendigea 
Kraft noch em anderes Integral kennte das Problem auf Quadraturen zurück- 
fuhren, der Pariser Akademie mitgetheilt. Diese Formeln lassen sich nogleidi 
auch auf dio Bewe^img eines Punctes auf einer gegdienen FISche ausdehnen» 
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Damit aber eine Anweadaog dieser Betrachtungen auf oomplioirtere 
mechanbohe Probleme möglich sei^ ist es nothigi die Lagranyes^he Me* 
thode für die Integration partieller Differentialgleicbungen erster Ordnung 
zwischen 3 Variabelo auf jede Zahl Variabeln auszudehnen« Pfi^fff der 
diea mit unüberstetgliohen Hindernissen verknüpft hielte sah sich aus die« 
sem Grunde genöth^t^ diese Methode ganz zu verlassen« Er betrachtete 
das Eroblem als spectellen Fall eines viel allgemeinern, dessen glüokliche 
Lösung zu den wichtigsten Bereicherungen der Integralrechnung gehört« 
Aber das Problem, der Integration der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung hat vor dem allgemeinen Probleme ^ welches Pfaff be- 
tcaohtet| Erleichterungen voraus, die ihm entgangen sind, und die er auf 
seinem Wege nicht finden konnte« Es ist mir gdungen, die Schwierigkeit 
ten^ welche der Verallgemeinerung der Lagratigesdtk^n Methode im Weg^ 
standen, zu heben und iiiedurch dne neue Theorie der partiellen Diffe- 
rentialgleicbungen erster Ordnung für jede Zahl Variabeln zu begründeui 
weldie ür die Integration derselbea die wesentlichsten Vortheile darbietet 
und unmittelbar auf di»^ Probleme der Mechanik ihre Anwendung findet« 
Hier mögen folgende Andeutungen genügen« 

Die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung und die iso- 
perimetrischen Probleme, üi welchen die Differentialquotienten der unbe« 
kannten Functionen unter dem Integralzeichen nur bis aof die erste Ord- 
nung steigen ^ bangen von derselben Analysis ab^ so dals jedes solche iso« 
perimetrische Problem auch als Integration einer partiellen Differenttel^ 
gldchung erster Ordnung gefalst werden kann. Man kann unter diesea 
isoperimetrischen Problemen auch diejenigen begreifen, in welcdien der Aus» 
druck, der ein Maximum oder. Minimum werden, oder allgemeiner ^ des« 
sen Variation verschwinden soll, nicht unmittelbar als Integral, sondern 
durch eine Differentialgleichung erster Ordnung gegeben ist« Umgekehrt 
kann man auch die Integration einer partiellen Differentialgleichung erster 
Ordnung als solches isoperimetrische Problem fassen. Zufolge des Prin-« 
cips der kleinsten Wirkung kann als ein isoperimetrisches Problem der 
genannten Art die Bewegung eines Systemes sich gegenseitig anziehender 
Körper betrachtet werden^ welche auJGserdem noch von constanten ParaU 
lelkräften und von Kräften sollicitirt werden können, welche nach festen 
oder beweglichen Gentren gerichtet sind, wofern die Körper des Sjrstems 
auf fie let^em Centra nicht reagiren und die Bewegung derselben als an« 
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derweitig bekannt yorausgesef zt wird. Solches meohaniMhe Problem kann 
daher auch immer als Integration einer partiellen Differentialglekdiuiig er- 
ster Ordnung gelafst werden. Diese Integration hMngt von der eines Sy- 
stems gewöhnlicher Differentialgleichungen ab, welche mit den bekannten 
Differentialgleichungen der Mechanik übereinkommen y aber y als aof eine 
partielle Differentialgieichung erster Ordnung bezoglichj besonderer Erleich- 
terungen fabig sind« Man kann nämlich bei denselben durch einen be- 
sondern Gang des Verfahrens, und durch besondere Wahl der Grüfsen, 
man als Variabeln einfuhrt) bewirken, dals jedes gefundene Integral 
Stelle von zwei Integrationen vertritt. Um dies deutlicher zu machen, 
will ich sagen I dais ein System Differentialgleichungen von der nten Ord- 
nung sei, wenn man dasselbe naoh Elimination der Übrigen Yariabdn auf 
eine gewöhnliche Differentialgleichung nier Ordnung sswischen 2 Variabeln 
bringen kann. FSr die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, 
welche nidit die unbekannte Fonction selber, sondern nur ihre partiel- 
len Differentialquotienten enthalten, so wie för die isoperimetrischen Pro^ 
bleme der genannten Art, in welchen der Ausdruck <) dessen erste Varia- 
tion verschwinden soU^ als Integral gegeben ist, und daher auch für die 
genannten meohanisohon Probleme, Ifi/st sich nun der zu befolgende Gang 
der Operationen und der dadurch gewonnene Vortheil wie folgt ange- 
ben* Es sei das Sjrstem der gewöhnlfehen Differentialgleichungen^ von 
dem das Problem abfafingt^ von der 2;2ten Ordnung; man kenne ein In- 
tegral derselben, so ISfst sich das Problem durch eine bestimmte Wahl 
von GrSfseni die man als Variabeln einfuhrt, auf ein System von Differen- 
tialgleichungen der n — 2ten Ordnung bringen. Kennt man von diesem 
Systeme wieder ein Integral, so ISftt sich dasselbe durch eine neue Wahl 
von Variabein auf eiu System von der 2n — 4ten Ordnung bringen, und 
so fort, bis man keine Differentialgleichungen mehr zu integrinen hat. Alle 
aufserdem noch auszufahrenden Operationen bestehen lediglich in Quadra- 
turen« Ich bemerke der Deutlichkeit wegen, dafs ich ein Integral eines 
Systemes gewöhnlicher Differentialgleichungen eine Gleichung U=ia nenne, 
wo a eine willkuhrliche Constante ist, welche in U nicht vorkommt, und 
U ein solcher Ausdruck, dafs durch die Differentialgleichungen dU iden- 
tisch Null wird. 

Als Beispiel der allgemeinen Methode nehme ich ein mechanisches 
Problem, von dem ich bereits in ebem frühem Schreiben die Akademie 
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deriHimmthkjlJrp^ry wie Ct B«/de6 Sfondest otfer eines Cometeni der dem 
liqpifeef nahe vorbeigdiety in weldieD die elliptisohe Bewegung eo wenig 
angenShert nt^ dafii man cur Integration der Oi£PerentialgleioIittiigen der 
Qew^nng darauf luain AnnfilieruugsFerfigihreii : griinden kann^ welcbee wb« 
lenscbaftlidien Werth hat. Es ist dabefr yon grofser Wichtigkeit,., andere 
Bewegungen zu erfinden, wialehe «der mifieiohen Behandlung fähig, und 
und dem Fall der Natur sieh mehr annähern können» Hiecu könnte man 
Tersudien, die Bewegung eines loasselosen Punctes zu wählen, dar ron 
zwei Körpern angezogen wird, die sieh gleichförmig und mit.gleioher Win» 
kelgesch windigkeit um ihren gemeinschaftlichen Seh werpunot drehen« Beim 
Monde kann iQan für das ]!(2ihenuigsprobleQ9 noch annehmen, dals dio 
3 Körper sich in emer Ebene bewegen« Maa hat dann, zwei Oifferentialii- 
gleichlingen 2ter Ordnung, weMie, da die Kr$^ die ^t explktte enti 
halten, und daher weder der Satz von den Flächen, noch der Satz yod 
der lebendigen Kraft gilt, die Stelle einer Differentialgleichung der Fiertea 
Qrdnupg zwischen 2 Yariabeln vertreten» Obgleich die beiden Sätze vod 
den Flädien und d^ lebendigen l^aft nicht gelten, so I^abe ich doch gOi^ 
z^gt, dab ^ine gewisse Combination derselben auch hier Statt findet» 
Dieses von mir gefundene Integr^ föhrt aber des Problem nicht blols auf 
die dritte O^^^nng ziniick, sQnd^m die Anwendung der aUgemeinen Me«^ 
thgde anf diese|i Fall zeigt, dals lyan durch zweckmäCiigja Wahr der Va« 
nabeln djui Probleni ipi^f eine Di£QNrwtielgleichuAg zweite Ordnung zwi^ 
sehen 2 Yariabeln zuriickfiihren kann, von welcher man^ wie naofi jden» 
selben Methode erhellt, wieder nur ein einiges Integral ßff. kennen, braucht. 
Es ist also vermittelst dieser Methode durch das eine von mir gefundene 
Integral die Integration der Differentialgleichupg 4ter Ordnung darauf zu« 
rackgefobrt ein einziges Integral einer DifferentialgleichuDg der 2ten Ord*- 
nung zu finden, indem alles iib rige nur noch Quadraturen erfordert« 

Der g^ze Gang der angedeuteten Operationen hängt von den je« 
(desmaUgen Integralen ab, welche sich entdecken lassen ; die Wahl der Ya- 
riabeln hängt ebenfalls von denselben ab und erfordert auch ihrerseits In* 
tegration von Differentialgleichungen, immer aber so, da(s durch ein ge- 
fundenes Integral das Sjstem Differentialgleichungen auf andere zurückge- 
führt wird, deren Ordnung um 2 niedriger ist; auch werden sich die zur 
Bestimmung der Wahl der Yariabeln aufzustellenden Diffepentialgleichun- 

prdle's Jpnmal d. M. Bfl. XYII. Hft. L 11 
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gen kl Tielen Ffillen leicht iotegriren ksseo« Wofeni man- mir die etn«» 
fiiohen lotegrale^ die sich ünAen lasrnn^ nldit &bersiebt| kann man adff^dAm 
genannten Wege Bioher sein^ das Problem | wenn nioht gSndich auf Qua« 
dratnren^ doch 80 weit zuriiökzufnhreni als es seiner Natur naoh mSgüeh 
ist. Auch wenn die Differentialgleiohungen^ auf welche man kommti sich 
nicht integriren lassen, wird man doch merkwürdige Kgenschaften dersel« 
ben erkennen, welche sich Tortheilhaft benutzen lassen. So weifs man 
in dem angefahrten Problem, wenn man auch die Differentialgleichungen 
der zweiten Ordnung, auf welche dasselbe zurSckkommt, nicht integriren 
kann, dab ihre beiden Integrale, eins aus dem andern durch blolse Qua* 
draturen gefunden werden kSnnen. 

Sie sehen, hochgeehrtester Herr Professor, dafs die in trorstehenden 
kurzen umrissen angedeuteten Resultate ein neues wichtiges Capitcl der 
anal jtischen Mechanik begründen, dieYordieile betreffend, welche man ans 
der besonderen Form der Differentialgleichungen der Mechanik for ihre In« 
tegration ziehen kann» Wir verdanken Lagrange diese Form, aber sie hat 
U» jetzt in seinen und in den HSnden der ihm nachfolgenden Analysten 
nur dazu gedient, die analytischen Transformationen ratcher und nbersicht« 
lieber zu leisten, und den bekannten allgemeinen mechanischen Gesetzen die 
Ausdehnung zu geben, dwen sie fähig sind» Aber diese Form erbfilt Jetzt 
eine viel widitigere Bedeutung, indem sich zeigt, dafs gerade die Differenz 
tialglefohungen von dieser bestimmten Form einer dg^itbiimlichMi Be« 
bandlung fUh^ aind, welche die Sdiwierigkeiten ihrer Integration beden« 
tend yermindert» 

Den 29, November 1836. 
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Maxunum und MiDimum desBog^ns einer beliebigen 
Cnrve ipd Yerhältnifs zur jKugdiöngen Abscisiäe 

oder Ordinate. 

i ■ . 

(Vom Hern Profssapr J» Sttiner pi BerKo.) 

(AnggQg antf eiaer ßsa 23« Jaavar dt J« in d«r;biesigeA Akademie dier Winiwwchaften gdialtenen. 

Yorieituig.) 
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1» iJie naohitdienden Resultat« grSnden sich auf den folgenden * 

Fundamentalsatz« 

„ Wenn die Ordinate y in irgend einem Puncte C einer beliebigen, 
algebraischen oder transcendenten Curve BGCH (Fig. 3.) auf der zuge^ 
hörigen Tangente ECF nicht normal steht, sondern auf der eoncaven 
Seite der Curve einerseits einen stumpfen (yti) s=s a und andererseits 
einen spitzen Winkel (yt2) = /3 mit derselben bildet, so schneidet die im 
stumpfen Winkel zunächst folgende Ordinate y^ von der Curve ein ilei^ 
neres Element CG = b| ab, als von der Tangente CE = t^ , dagegen ist 
bei der im spitzen Winkel zunächst folgenden Ordinate y^ das Curven^ 
Element GH «=5 ba gröfser, als das der Tangente CF = ^ , also ist bi-^tj 
und b2>t2."0 

i)ie Richtigkeit des einen Theils dieses Satzes, nSmIich dais der 
Bogen CU im spitzen Winkel ß grölser als die Tangente CF, oder ba^t^, 
liegt klar vor Augen« Denn süeht man die Sehne CH, so ist sie, weil 
a^ sr a ein stumpfer Winkel ist , die grolste Seite im Dreieck CHF, also 
CH^CF, und da offenbar Bogen Aa^* Sehne CH, so ist folglich um so 
mehr b^^CF oder i2>'a« 

Was den andern Theil des Sat^ECs betrifiV, so ist zunächst zu be- 
merken, dab wenn die Curve in der NShe des Punctes C, nach G hio, 
keinen singulüren Punct bat, dann die Tangente von C bis G ihre Rich- 
tung in gleichem Sinne und zwar stetig Underti so dals der anfänglich 
stumpfe Winkel a, welchen die Tangente CE mit der Ordinate y bildet, 

*) Mao Tergleiche nofer sodern die kleine Schrift fon Crejle „lieber dif Aoweo- 
dnng der Recboiing elc. Berlin, bei Manrer, 1816." «o eiq Satz, der mit dem gegea- 
wSrligeD nahe Sbereinkoromt, ansfubrlirb erörtert oad' hegnlndet wiWT. 
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stetig abnimmt; da aber diese Abnahme nur allmahlig geschieht» so mufii 
es nothwendig immeri nahe bei Cy solche Puncto G geben » wo die zöge» 
hCrige Tangente GL und Ordioate yt nadi derselben Saite: eidea »Winkel 
7 dnschlielsen » welcher kl^ner eis a und gr6lB6r.(0der nicht kleii^ei^ als 
ß ist; dann aber ist in dem Dreiecke GKE Winkel Yi^ßi» >^®il 7i^=7 
und ßi = ßy daher weiter S^ite BK >* GK^ und da zufolge des Archimedi- 
schen Grundsatzes^ CX+GK'^B'^y so ist folglich um so mehr CÄ+KE^^bg^ 
das ist ti^biy was ini Satze bebanptieft wird« 

2« Der vorstehende Satz verliert unter andern namentlich in fol« 
genden drei F&IIen seine Gi]ltigkeü:"T}~wenn y die Normale im Puncto 
C ist; 2) wenn C ein Wendtaugsplknct, oder 3) ein Riickkehrponot 
der Curve ist^ oder einem dergleichen Puncto unendlich nahe liegt« 

3. Durch Hülfe des obigen Satzes (!•) ist die folgende Aufgabe 
leicht zu beantworten: 

y^Die besondere Bigenschaft desjenigen PunetesC einer beliebigen^ 
auf irgend ein (geradliniges) Coordinaten- System bezogenen Cur vey an* 
zugebeny dessen Abscisse x im Verhältnifs zu dem zugehörigen Bogen s^ 
der von irgend einem gegebenen Puncte B der Curve bis zu jenem Puncta 
C genommen wird y ein Maximum oder Minimum isL^ 

Es sei BCCg (Fig. 4.) die vorgelegte Curve^ B der in ihr gegebene Punct^ 
von welchem der Bogen s anfangen und sich nach der Richtung Cy Ciy • • • • 
erstrecken soll; ferner seien X, T die Coordioaten-Axen, A der An£uigs» 
punc^ tmd die Abscisso werde nach Umstanden durch x oder z besdohnet« 
Man denke sich in der Curve einen Punct C von der BesdiaflEeii« 
hxSk^ dab wenn man von der Tangente CD in demselben die L&nge des 
entsprechenden Bogens BC abschneidet ^ und zwar nach der Seite diesev 
Bogens bin^ abo etwa CD^BCz=zs macht » dann der Endpunot D der 
Tangente gerade in die Ordinalen - Axe Y lallt: so wird der Punot C ha 
Allgemeinen der Aufgabe genügen» Denn unter diesen DmstSndeo bat 
man^ vermöge der Parallelität der Ordinaten y^ y^y y^ und ihrer Axe T: 

spiDCssxitDGy oder wtsssxgts-^tg^ 
und ist nun z. B. der Winkel (yfi}^ das ist yCD^ stumpf und ^i Habe 
an y^ wo dann h^bg (1.)^ so hat man: 

epts<iXiis-^bi^ oder 

wenn nflmlidi der Bogen BGsss^b^ss*^ gesetzt wird» 
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Eben so bat man: 

mä dahoTy da t2>i2 00^ 

wis^X2ts+b2^ oder 

IL x:s^x2iS2^ 

wo «2 den Bogen BH bezeichnet« 

Demnach bt in der That unter den voransgesetjsten UmstSnden die 

Abedsse w des Punctes C im Yerhaltnils zum zugehörigen Bogen s (=s J3C) 

kleiner als znnüohst vor oder nach diesem Puncte^ nSmlich kldmer ab 

WiiSi (]!•) und audi kleiner als «2 «^2 0^)$ folglich ist «:^ ein Mini« 

mubd (oder ^sjr ein Maximum)» Das charakteristische Merkmal diesea 

Minimums besteht darin , dals das Ende des Bogens ^^ in R&cksicfat der 

beiden Winkel (yti), (yt^y welche die Ordinate ^ auf der concaven Seite 

der CurFOy mit der Tangente bildet ^ in demjen^en (ytg) liegt ^ welcher 

spitz iBt« Findet nSmlich das Umgekehrte statte d«h« ist der Winkel^ in 

welchem das Ende des Bogens s liegt, stumpf, wie etwa bei dem Puncto 

Ci f wo gleichfalls die Tangente Cx Dg gl^ch dem Bogen BCi ss s^ und 

der Winkel (yt^ stumpf sein soll, so folgt auf dieselbe Weise, wie vor« 

hin, dab jetzt, wenn die Abscisse fSr einen Augenblick durch » bezdcb« 

net wird: 

L xis'^ZiiSi^ und II« «:^>'%:^2; 

dafii also in diesem Falle das YerhSltnils der Abscisse zum zugehSr^en 

Bogen, das bt ;s:j, ein Maximum (oder umgekehrt 6iz ein Mini« 

mum) ist. 

Dab unter ganz Ähnlichen UmstSnden die Ordinate y im YeriiSK* 

nÜs zum zugehörigen Bogen s ein Minimum oder Bfaximum wird, fat ein« 

leuditend und zwar durch den vorstehenden Beweis zugleich dargethaiiy 

wofern man nSmKch die Namen der Coordinaten- Axen X^ T vertausdit« 

4. Aus der vorstehenden Betrachtung (3.) schlielst man zunSohst 
folgende allgemeine Sfitze: 

9u ff XTird irgend eine Curve BCCiCIf«. auf beliebige Coordi» 
naten^Axen X, T bezogen^ und betrachtet man einen veränderlichen Bo* 
gM BCsss derselben f der von irgend einem festen Punete B anfSngtp 
^0 ist dieser Bogen im Verhältnifs zu der Abscisse x {oder Ordinate j\ 
seines bewegliehen Endpunctes C, unter andern im Allgemeinen ein Ma^ 
zimum oder Minimum f wenn die Tangente in dein letztem Punete C^ 



^ 
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nach der Seite des Bogens hin und bis an die Axe^ \ (oder X) genom* 
men^ gerade dem zugehörigen Bogen gleich ist; und zwar findet ein 
Maximum oder Minimum statte je nachdem der Mß^inkelp welchen die 
Ordinate j (oder Abscisse x) in dem genannten Endpuncte mit der Tan^ 
gente (nach derselben Seite hin) bildet^ beziehlich spitz oder etumpf ist^ 
Oder mit andern Worten und anschaulicher: 

h. ^fWird die gegebene Curve von dem Puncte B an^ von weU 
chem der Bogen anfangt^ abgewickelt^ so entspricht Jedem Puncte D, 

Do 1^2 f ••«• (^^^^ ^f ^19 ^2f •^••)9 i^ welchem die Evolvente BDDi 
ite Axe T {oder X) schneidet^ auf der gegebenen Curve ein solcher Punct 
Cf Cx9 Caf •••• {oder c, Oxi O29 »«»Of dessen Abscisse (oder Ordi^ 
nate) im Ferhältnifs zum zugehörigen Bogen ein Maximum oder Mini- 
mum ist. Ist die gegebene Curve insbesondere endlich und geschlossen 
oder in sich zurückkehrend^ wo dann der Boßen gröfser als ihr umfang 
oder als ein beliebiges Fielfache desselben genommen iverden kann^ oder 
ist sie spiralförmig: so kann die Evolvente die Axe T (oder X) unend^ 
lieh oft schneiden ^ und alsdann giebt es in der gegebenen Curve auch 
unzählige Puncte C, Ci, G29 •••• (und c^ e^^ O29 ««»O^ denen die anr 
gegebene Eigenschaft zukommt!^ Es folgt femer; 

c« ^^Wenn die Evolvente die Axe T (oder X) in irgend einem 
Puncte berührt^ so fallen in demselben zwei auf einanderfolgende Durchs 
sehnittspuncte , etwa D in Di, zusammen^ und dann vereinigen sich 
auch die ihnen entsprechenden Puncte C| C^ auf der gegebenen Curve^ 
wovon dem einen ein Minimum und dem andern ein Maximum ent» 
spricht i diese verschiedenen Eigenschaften heben aber einander auff so 
dafs dem vereinigten Puncte (CCx) keine von beiden zukommen kann^ vieU 
mehr besitzt er die Eigenschaft^ dafs die zugehörige Ordinate y, zugleich 
die Normale ist. fFenn dagegen die gegebene Curve BCCi die Axe T 
(oder X) berührt ^ so ist der Beruhruhgspunct zugleich einer der genann» 
ten Puncte C, Cn »••• (oder o, 0|, ••..), und zwar ein solcher^ für 
welchen x 1 8 ein Minimum wird§ und im Falle die gegebene Curve 
endlich und geschlossen ist (h.)^ fallen unendlich viele solche Puncte mit 
jenem Beruhrungspuncte zusammen^' 

Sieht man die Curve BDD^.... als gegeben an, so folgt durah 
Umkehrung : 
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d» ff X^irä eine beliebige Curve BDDi .... auf irgend ein Coor^ 
dinaten »System XX bezogen ^ so sind diejenigen Puncte in ihr (D^ D||^ 
D29 ••#• oder dy di, d29 ••••)$ deren zugehöriger Krämmungshalb^ 
messer (DC, Di Ci, etc.) im Verhält nifs zu der Mscisse x oder Ordk 
nato y des Krämmungsmittelpunctes (C, Cn • • • • oder o, Ox, • • • •) ein 
Maximum oder Minimum sind^ unmittelbar gegeben^ nämlich sie sind die 
Puncto y in welchen die Curve beziehlich von der Ordinalen • (T) oder 
Abseissen-^ jtxe (X) geschnitten wirdJ* 

5» Aus den rorstebenden Sätzen (4.) lassen sieh nun Weiter an« 
ter andern nachstehende besondere Sätze folgern» 

Wird angenommen die Coordinaten-Axen 7, X seien zu einander 
reditwinklig, und irgend eine endliche, geseUossene, überall oonTeze 
Curve ji^iBCA (Fig. 5*) sei in Bezug auf die Axe Y symmetrisoh und werde 
von ihr in den Punoten A^ B geschnitten, so dais also jede Sehne C^ 
C%^i9 •••., welche der Axe X parallel, von der Axe 7 gehSlftet wird^ 
und dals die Tangenten in A^ B der Axe X parallel eind : so wird, wenn 
man den Bogen s von A anfangen Ifilst, der Punct C7, in dem Falle^ wo 
die Tangente CD dem Bogen AilC gleich ist, der erste sein, dessen 
Absdsse CMssx hn Terh&ltnifs zum zugebSrigen Bogen A(lCssss ein- 
Maximum wird (4.). Dann ist aber auch zugleich, rermSge der Sjmune* 
trie, die Abscisse (IE im TerbSItnUs zum Bogen AC(i ein Maximum, und 
folglidi ist sofort die Sehne C(l im YerhSltnifii zur Summe beider Bogen 
A<lC^AC(l:ssu-{'CB(S,y wo u den Umfang der Curve bezeichnet, dn 
Maximum» Gleicherweise folg^ dais, wenn bei der Sehne Ci (ig die Tan» 
genten CgDg + ^^Di «= Bog. AQCACg + ACfS,A(ii » 2u +^i^St « s^^ 
dann das Verhältnils CS:^i en Maxunum ist. Eben so wird das Verhält» 
ittfii CSifbi^ oder CiSa:^2„ ein Maximum, wenn die Sehne CC oder Ci^ 
so beschaffen, dab CD'i^^ss(2n^i)u^CB(l:mS2^ oderC^Di+^aD^ 
ts&2nu^CiA(lg^Bss^^ won irgendeine ganze positive Zahl (1,2,3,....} 
l>enichnet» Ähnliche Resultate erfaült man, wenn die Ilidle des Bogens 
s von ß, statt von A^ anfangen« Aboi 

•• ^enn eine geschlossene convexe Curve A<SBCA in Bezug auf 
irgend eine AxeT senkrecht symmetrisch istp so ist Jede zur Aae sent» 
rechte Sehne Oi^ C|S| im Verhältnifs zum zugehörigen BogM s ein 
Maximum f Mvenn dieser Bogen der Summe der Tangenten in seinm EmL 
puncten^ von da bis zu ihrem gegenseitigen Durehsehnitte Dj Dg genom^^ 
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men (CD-f-€D> CiDi-|~ ^1^1)9 S^^ich istj und zwar ist däiei der Bogen 
jedesmal gröjser als der Umfang n der Curve^ nämlichver besteht aus 
dem einfachen Bogenstäch (GBiS, CxA(Ii)^ welches^ nach der Seite hin^ 
wo die Tangenten sich treffen^ über der Sehne liegt ^ und aufserdem aus 
nMal dem Umfange vl^ lao n irgend eine ganze positive Zahl (mimU- 
etens es 1) bezeichnet.'' 

Fugt man zu den obigen Annahmen noch die hinni : die AsM X 
solle die Cunre in A bernhren : und denlit sieh sofort den Pnnot C so be» 
sobaffen^ dals Tangente CD s= Bogen AC, so ist die Ordinate y s= jiEdSeBeu 
Punctes im Yerhaltnils zum Bogen AC ein Maumum (4.)^ und weil vermöge 
der Symmetrie J^iv^AO und Sbs=C</y so ist zugleich auch jiExJ(l dn 
Maximum und folglich auch j4EiAC-jrA(l oder AEiCA^ ein MasdmmDi 
d. h« y^sodann ist die Höhe AE:=zy des Curven- Segments CA^C^ im Yerbiilb- 
niüft zum Bogen CA(l^ ein MazJmum»'' Dasselbe trifflt offenbar ein^ wenn Taui* 
gente Cdcsi Bogen AOiAC 3= £/ -f* ^^^9 oder allgemein Cdsanu-\^ ACp wo 
dann zugleich Sbssizi^-f-^S, und mithin Cdr^^t>^2nu + CA^ kt. 
Fangen dag^en die Theile des Bogens von B an, und ist z» B» Tangente 
(7if CS Bogen B(IAC und Tangente St »Bogen BCA^^ mitbm der ganze 
Bogen zssu^CA^y so ist ebenfalls das genannte YerbSltnUs ein MaiJ« 
mumf so wie wenn allgeman Cd^(i\^'ss:{^n — i)U'\*CA(i ist; Abo: 

h. fflet eine geschlossene convexe Curve ACB(£A in Bezug at(f 
irgend eine Axe T symmetrisch und man schneidet durch eine zur Axt 
senkrechte Sehne C^ ein Segment ab, so ist die Höhe AEssy deeset^ 
ben im Verhaltnifs zum Bogen % im Allgemeinen ein Maximum, luenn 
die Tangente %. im Scheitel der Curve (oder in der Mitte A des Bogens) 
von den Tangenten Ca, (S,\>in den Endpuncten C, (l des Bogens solche 
Stücke. abschneidet, wovon jedes dem halben Bingen gleich ist. Dieser 
JZustan4 kann . unendlich oft eintreten: qber von dem einen Mal bis zum 
nächstfolgenden nimmt der Bogen zu, enthalt den umfang n der Curve 
einmol mehr, €odafs fr im Allgemeinen aus (n—^i^f^ und aus pinem 
Stuck CA(£ besteht; auch sind die Miqxima der Jteihe nfich immer ilei^ 
ner, so dtffe das erste, wo nssl pnd der Bogen %nurya{ts,de^ Stuck 
CA(l besteht, das grüfste istr ^.v v ... 

6» Wenn ^e gegebenß. Curve ACBilA insbeaondfre ein t^re&B ht, 
so folgen, wenn man bemerkt , dalis alle Kreise einander^ ähnliol^ sind^ 
aus dw : vorstehenden Sätzen (S.) unmiUelbiir dfe folgendeq : . 
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Unter alUn Kr^^^gmenttn (von verschieder^en Kt%Uen^ aber) 
von gleich langen Bogen ^ iet iei demjenigen die Sehne (GS) im Ver^ 
hUtnifs tum Bogen (s) ein Maximum^ bei welchem die Summe der 
Tangenten in den Endpuncten des BogenSf von da bis zu ihrem gegen-- 
seit igen Durchschnitt (Doder Di) genommen^ dem Bogen gleich ist\ die^ 
ser Zustand tritt bei unendlich vielen Kreisen ein, aber jedesmal ist 
der Bogen b gröfser als der Umfang u des Mreises, nämlich er besteht 
aus nu und aus dem kleineren Bogenstück (CBi£ oder CiA^i) über der 
Sehne (Cd oder Ci(!|); auch werden die Maxima der ILeihe nach, wenn 
n SS 1^ ^ 3, 4| « • • • ist, immer kleiner:' 

h. „Unter allen Kreissegmenten von gleich langem Bogen,, hat 
dasjenige die gröfste Höhe AE es j, hei welchem die Tangenten (Cd^ <£b) 
iii den Endpuncten des Bogens von derjenigen in der Mitte A desselben 
ein Stück dib(ssCd-f*C^) begrenzen, welches dem Bogen gleich ist} die* 
ser Zustand kann^bei unendlich vielen Kreisen eintreten, aber nur das 
erste Mal ist der Bogen CA6 kleiner als der zugehörige Kreis i bei je* 
dem spätem Male besteht er aus nu und aus dem gröfsern Bogenstück 
(CA<S) über der Sehne, wo n nacheinander die Wetthe \, 1, 3, 4^ • • • • hati 
dabei werden die verschiedenen Maxima der Beihe noch immer kleiner.** 

7m Man denke uoh die SchaarKreiM (d»L alle mSgiiciiep), w^Loho 
die Axe X (Big. 0.) in demselben festen Punoto ^ JmShren tind desem 
Blittelpunote M, m, Mi, m^, .... auf einerlei S^e ^on X in der Axe 7 
liegen^ nehme auf allen Kreisen^ von ji an und nach gleiohar Riclitang, 
Bogen AD^ AC, Ac, ...^ Ton derselben gegebenen L&sge s, so dals AD sss 
AC^sA€sss....tBss, so werden die Sndpunote D, C,c,...^ der Bogen 
in irgend einer bestimmten Curve DCcAe^Ci ...m liegen« Die Gerade AD 
ist numlieb in dem Falte als Bogen aoaraishen^ wo der Kreb unendlich 
grob wird und mit der A:Ke X zusammanEfUlt« Die Cnwe fSogjt also von 
D an, gebt tou da, indem der erzeugende Krtts kleiner wird, aber sein 
Umfang u oocb stets gröüser als s ist, nber C, p nach Af wo sie die Axe 
X bcrSbrt, und wo der Umlang u des zugehSrigf^n Kreises gerade t=:is 
wird« Ton A kebrt die Curre aniriiok, bildet die Scbleife Acg C^c^ A, für 
welche s zwischen u und 2u lieg^ berolirt dann abermals die Axe X in 
A, wenn s gerade ss2ii ist, u. 6. w#| natniieii die Carve enthält uuend-i 
licb viele Schleifen, die sich immer enger zusammenziehen, so dafi; fede 
die nachfolgende umseblie&t^ fmd eben an oft bernhrt «ie die Axe X in 

Crcir^t Joiinnld.M« B4.XVn. Hft.1« 12 
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Af wo jedesmal s gerade eio Viclfaciies von u wird^ Fragt ümd nun 
nadi der jffigenschaft derjen^en Piracte der in BetncÄt stehenden Cunre, 
Ar wekbe die Ordinate y oder Absdsse x ein Bf axitaum wirdf so ge« 
ben die obigen SStze (6.) unmittelbar folgende Antwort: 

a. Die Jbscisse x wird in allen denjenigen Puncten D^ C) On o^y • • • • 
ein Maximum f iva die Normale des zugehörigen lErzeugungsireiees 
durch den festen Vunet D geht^ oder wo die Tangente {z.B. cä^ des 
Kreises (m) bis an die Axe T genommen^ dem constanten Kreisbogen n 
(oder AD) gleich ist:'' 

h. Die Ordinate y wird in allen denjenigen Puncten C, Cc^ C29 • • • • 
em Maximum f wo die Tangente (CD, GiDi^ .»••) an den zugehihrigen 
Erzeugungstreis (M,Mi,^.^.) durch den festen Punct D geht: daher 
liegen alle Pancte^ fSr welche die Ordinate ein Maximum wird ^ in ^ 
nem Kreise C^Sjt.^..k^ welcher D zum Mittelpuncf und DA:ss zum 
Badius hat.'' 

Dafe in dem f^Uöi wo die Tangente cdzs^DA^sis^ abdann die 
Normale oder der Badios cm des Kreiaes durch D geht (a«), oder auch 
ntngekebrt, folgt ans der Congmens der Dreiecke med und mfAD. 

Die in Rede stehende Gurre DCcAc^.... ist Sbrigens dieselbe^ 

welche in dem Satee H«, Bd« XIY«, S. Ol d« Joum« dorch eine sdiein« 

bar andere Bedingung bestimmt wird, und weldie daselbst ^tbarycen- 

trische Curve'' genannt worden» Beschreibt man nämlich miit dem 

Radius AD^szs aus A den Kreis HGE^ und Ifilst in diesem, von dem 

lesten Puncto D an, nach G^E hin, einen Bogen stetig wacbsra, so ist 

der Ort seines Scbwerpunctes die oben beschriebene Curve DCcAciCg.... 

Denn angenommen, die Sehnen DE und AC irgend zweier Bogen DGE 

und AFC = AD =: s stehen auf einander rechtwinklig, so liegt der Schwer« 

]^ct des Bogens DGE in AC^ und dann sind die Kreiss^mente DGED 

und AFCA einander ähnlich ( weil DA nach der ob^en Gonstruction den 

Bogen AFC in A berührt), so dals man hat: 

DGE i DE zss AFC.AC, 
oder 

DGE: DE Ä AD.AC, 

woraus folgt, daTs C der Scbwerpunct des Bogens DGE ist. 

Nun hat die Gurre DCcA..^.^ nach Angabe des crtirten Satxes, 

die Eigenschaft, dals fiir jeden Punct C derselben, EC die asugehtfr^e Tan« 
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geoto ist; vobd dann tenet 3S!C ss DC und Winkel a » »i, ^ayt* Dar. 
aus fidgen die Torstehendioi SStz$ UltM, Denn in dem Falle^ wo die Or- 
dinate y lügend ^es PuneCes C ^ Maldoumi werden soll, mqfs diB Tan- 
gente EC der Axe X panllel sein; alsdann al>er iit ßessot, daher andh 
ßa=a und daher wdter ßAssiDC (weO PM auf ^C senkrecht), foIgUoh 
ist auch DC Tangente des Krdses j0FC, weil DJ es Ist. B>en so muls, 
wenn die Ähsoisse x Irgend ^es Punetes c tin Maximum werden soll, 
die zugdiSr^ Tangente c» der Axe T pandlel sein; alsdann ist csb^i, 
und da stets Sss^i, so ist also ss^if daher mcsamJt, mitlun m der 
Mittdpunot des entspreohendeo Enengungtkreises und folgUob, v«nn^ 
der Congruenz der Oreiedce med und mAtif die Tangente dcmtDA. 
Dieses AOes stimmt mit dm öligen SStxen nbere&u 
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92 6* Beinen, fol, proN» v6L XFl. pag.95, 

Problemalis analytici^ a cL Hill in huius diarii voL XYL 

pag.95. propositi solutio, 

tenUita a F« Bemen, CK?tit. 



iiJUatis funetfonibus quibosfis (j^ f, r....) quaDtüatmii totidem (Xffft.m.^ 
lükm funcfionem <|> invenire eiminodi^ ut valortbos datomm in argamefi« 
torum loooa anffeetis^ eadein resnrgat tel tantum quantitafe oonttante (c) 
a primitiTo falore diifi»at; ▼idelioel: 4^(/Sf)ss^(^>j) + ^> ^ipphf) 
ss4>(ar^y,x)4-^» •••• etc.'* 

Sint primum^ x, ^ duae fariabilea earomqite funotioBfla datae /(xj^ 

i^(7^) et fiinotio 4> iiiyenienda talisi ot sit 

Ponamuft tfcsi/^^^sir^^ /(^)sii^^ P(jr)ÄO^^,, seilicat n, ct«r, de« 
•ignantibiit funotionea variabiltnm ^, /. lam hahemua differentJarofiti aequa« 
tionea u^i ts f{u^ et 1/14.1 ss F(tf|)^ ex quibua intcgrando dedoeator 
ci^fi5:ips=5(]!)(tf)^ IT« es y SS ^(^)^ unde etiain ^ per fimottoiiein quandam 
((PO ▼ariabilia or et f per fimotioneiii qqandam (1^) TariabiÜB ^ expriini 
potes^ itaqua 

prodibif. lisdem antem atatuendis ftinotioiiet ^[f{x%F{yy\ et 0(dr,/) 
fiiint <l>[</^ > ii^i]^ et ^(</«f i«f)y quae breTiin hoo modo w^^ui^ 9 w^t Mribf 
possnn^ ita \%t aequatio soperior L fiat: 

quem fädle integramua ponendo w^i^=^ loga.a'^^ I&teris a^ a^ ß di* 
tignantibus eonatantea ihdeterminataa« Kam Talore Wj^isfiBlogao*./?^^ eo^ 
qa^ qui inde aequitnr U'^fiiHi^^^fi^^^*!^'^' ™ Uequatione HL MbstitQ<» 
tisproveiut: logae^ß^^sslngau/'ß^-^Cf igitor logaßsc, üre aß^^f 

et ßsa-2^«e% qbi e loganthmonim naüiraliom basm desigpat« Est IgUmr 

«^t.t«Ioga.a'(iy.€^< aive <b(x, y) »a loga»'K(^)^*^.e^^W fooctlo 
quaeaita« 

Huio fiinctioiii pro imoquoqae frideterminatanan a et a valore id, 
qood quaesivioiua, proprium eBse^ aite 



6. Heiden, $at^ prt^U wiL XPJ. pag, 96. g^ 

IT. logaa^CA-n (l)^^''*^^^'Wr» « |ogaa^^->.(lp'.er^W+ C 

, bdle pertpioies» Elenim, si In aequationibits IL looo ar^ y ponas 
/(^), ^(y) in hat: ^+1 =s^f/(af)J, / +1 = ^' [F( j)] tratiBeant^ neocase 
€6tj Hilde ae^piatio tiiperior IT. ütt 

m% lege' SS 0^ wre deoiqiie i: s= & 

Cetenim manifMlmn est^ etiam ^(s^y) rss^laga a^^H^Y^*^*^^'^ 
problMmti salisboera» 

Qnodfli pro ime tanfom virfaiiili « ehfiqiie ibnotiane /(af) fimotio <!> 
deternunäri debaaty ponendo u;«ssloga.a' eadem ratione oblinabitur 
logasc', sire «««^ igttitr 2<^t=<^Cap)»lqga.«^»c^-hlbg^a, qm in 
aequatfone pro * ralor aobstituendtia erit^ qui conaequttur ax aeipiatloiib 

Sin aiitein pro ptinribiis Tariblinibm eic x^ ^, z eanimqtia fimcido» 
nibti0/(x)^ F(3r). S(«) fiiocriD O luTeateoda ait talis quae raddat: 

eadem proraus ratione, per aeqtiationea: i^^i s=::/(ar) ss/(irO t ^+i*==^^(y) 
an F(i/|) , 11,^1 » S (^) ^=^ 9 (^ v) > eanunque integraUa asaeoiiti i s^ssrip' (jr)^ 
(at^'(y), t^ss^(ja), es aequatione 

ponendo w^i^y^sA loga.af.ß^.^ in?eniinns; 7 ss -7*^1 ilaqoe pro fono» 

.tione qiiaesita: 

^ix,f,z} « Ioga.ai^W.p»^W.(j^)''^'\e'rw^ 

Atque apparety iiano foncfionem pro ommbiia valoribiis^ qaoa oonatantibns 
Of a et ß attribnasi etiamai (p'ix), ^(y) et %^(40 kiter ae oommateyeriftv 
problema resohitnraoi esse« 

divPia mense Pebr« 1887. 



94 7. Iloa&r, über eim Stelle in Lvgrange^s Theorie der ßleiähungen. 



Bemerkungen über eine Stelle in Lagrange^s 
^^Trait6 de la r^lution des ^quations numeri^es 

article IV- »To. W 

(Yaa den Herrn Fref. fiaabe in Zoricb.) 



Id den zwei ersten N"". dieser Abtheiloog IV. wird die 8bhwier|giceit 
bemerkbar gemacht , aus den nach der Methode der Kettealir&dia er- 
haltenen transformirten Glachungen jedesmal die zanSohst liegenden gan« 
aseb Zahlen der Wnrssdn derselben herauszufinden: namentUohi weim die 
Wurzeln um weniger als Eins von tuender abstehen« Es sohemti fthrt 
der YerCssser fort j als miilste in diesem Falle auf fede der transfoiv 
wirtw Gleichungen das allgemeine TeHahren (das Herstelleo der Glei 
chung mit den Quadraten der Unterschiede der Wurzebi) l>esonder9 an» 
gewandt werden^ um die emer jeden Wurzel jziui&ciist liegende ganze 
Zahl zn finden« Diesem Übelstande abzuhelfen^ wird nnn das in Ko» 79» 
entibaltene Yer&hrim torgescblageo ^ welches dem Inhalte nach Uer folgt 
Es seien A und A Grenzwerthe der gesuchten Wurzel der YWgfi" 
legten Gleidmng in Xf und durch sucoessires Anwenden ä» Methode der 
Kettenbrnche zur nahern Bestimmung dieser Wurzel sei man auf die 
Gleiehung 

gekommen.^ wo ^ und p zwei aufeinandtt* folgende NSberungswertbe 

von X sind und t die Unbekannte der letzten transformirten Gleichung 
vorstellt: dann kann man zu Grenzwerthen fnr t auf folgendem Wege 
gelangen« Man hat aus Gleichung (a.) 

Da nun X und A Grenzwerthe von x sind, so musaen die Ausdrücke 

-ry und -7-3 

Grenzwaihe von t abgeben* Beträgt daher der Unterschied dieser Grenz* 



7# JHaaiep über eine Siette m Lggrange^e Theorie Her Gleichungefu 05 

werthe wen^er als Eios^ so but inaii auch sogleioh den yerlangteD gao* 
mn Zafalenwerth von / u« s. tr • 

Eine FofgeniDgy ifie die hier von Lagrange , sdieint unserer gan« 
«en Art zu denken völlig gemSfe rar sein« Man wird kaum ein Beden* 
ken tragen^ in dem viel allgemeinern Falle, virenn aus der Gleichung 

X = <P(/) 
die Gleichung 

abgeleitet wäre, wo (p und y^ bekannte Functionen andeuten, eine der 
obigen analoge Folgerung su maehen.r Gleichwohl ist diese Folgerung nur 
unter der Beschränkung zulüssig, wenn aus beiden FunoHonsformen (P 
und ^ ein gleicher Genauigkdtsgcttd fSr die abhangigen Variabehi erzielt 
werden kanov 

Dafe die Glddiungen (ö.) und (Jk.) dieser Anforderong nldit ent« 
qiifechen^ soll in Folgendem dargethan werden# 

Die ganzen Zahlen ^» ^% r, t' haben gleiche Zeichen; man kann 
daher dieselben, wie die Grofiien / und or, als mit positiyen Zeichen ver- 
sehen, TonuissetMn« Ferner bat man, wenn 

'^>x und ^,<m 

vorausgesetzt Wird^ die Gleichung 

Wird daher durdi A/ der nSmliobe Fehler in /, und durch ^at der hier« 
aus entspringende Fehler in rr TorgestelU, so hat man, wenn in einer der 
Gleichungen (n.) oder (&•) / in /-f^' ^^^ ^ iQ «+a^ umgesetzt wird, 
folgende Gleichung: 

^ ^- ^ AI . 

Aus dieser Gleidiung sieht man, dsia ein Fehler m der Annahme des Wer- 
thes von t einen viel kleinem in der Bestimmung von x hervomift« Je 
sogar, wenn der Fehler in /, oder wenn man a/>1 hat, wird man den-» 
noch, nach dem was fiber die BesdiaflEenheit der GroDs^n (, ^» flr, n\ t 
fmtgesetzt ist, jedesmal äx<C.i haben« 

Hieraus folgt aber auch umgekehrt: ein in x begangener Fehler, 
der sogar kiemer als die Einheit ist, kann einen Fehler hi t hervorrufen, 
der die Ebheit SbertriSI« 
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Ek bieten daher die obeo gefolgertea £wei Grenawertha f ur ^ im 
Allgemeineii keioen Anhaltspimct zur Bestimmuog von t dar; und, wie 
aus dem eben Mitgetheilten echeUet, auch dann nieht^ werni ihr Unter« 
Bohied kleiner ab die Einheit ansfällt« Nur in dem Falla^ wemi eine fiih«* 
lerhafte Annahme for oe einen Fehler in t berrorruft, der numerisoh kleU 
ner aU die Einheit \skj wird diesp Folgwung atatthaft aein. 

Um dieaen Fall herzustellen^ auohe man mm der Gleichiing {c^ den 
Werth FOD A^ so hat mani 

Damit nuQ a^^^I sei^ mujb man die XJngleichiittt haben; 
oder 

Ist man nun in der Bestimmimg emer Wurzel x^ naoh der Ifethode der 
Ketteiibrnohei zur Gleiohuog (a.) gelangt^ sq is( der genaueste Werth von 

X der Bmoh 4*« Wenn daher 

angenommen wird^ so hat mani mit Zuziehung der Gletehiing (f.)^ 

_ t 

Die von Lagrange duroh X luid A angedeuteten Greozirerthe Fim 
.X liegen im Allgemeinen nicht so nahe dem wahren Werthe ?on ^ ob 

der Braoh ^t Die aus denselben fSr x entspringjsnden Fehler sind daher 
groiser ab der eben gefundene Bruch ^77^7x7^' ^^^ dieser Bradh ist 

endlich gröiser ab der Bruoh in der Ungleiohheii ^^)* Daher kann ?om 
Stalthaben der Ungleichheit (ß.) bei der Annahme xs^K^^ m^li ttm 
so weniger die Rede sein« 

ZSricIi den L Mai 1837« 
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8. 

Fdbor die Bednetioii dw Integnäon der partidlen 

IHffi»reiitiaI^leidhiiDge& exster Ordnung zwisdhen ir» 

gcai emer Zahl Variiibehi auf die Integratioii eines 

einzigen SjiBtemeis gewöhnlicher DijOferential- 

gleiehungen. 

(T«a Hma fnL C Q. Jf, JacoU m Kiu^ßlkirg In Vndm.) 



■ft 



1. 

Profe«Mir ffamim^ fcit in «ir«lai Abbandlungtit ita den PAUw, T)raM4U>f. 
vom 1, 1834. P. IL inkl vom J. 1835* P* L dn merkwSrdige Retultet gefin» 
den, dtfii in d«n Fittbo det Mednnac, b rrekkea der Snts von der leheadi« 
genKmüfSt, sieb die Integrajy^leidmngen derBew^gm^ e^ to wie die 
Differentielgleidiuagen in der ibnen ven Lagrmtge gegebnen Form, ^tamt* 
Geb dunA die pertiellen Oiflbrentiaiqnotienien ^ner dnsigen Fnnotioii daiw 
etallen lasaen. Der Gong aeiner BetnMbtong ht nngeföhr der fdgende. 

fit seien die Oidbrentiolgldcfanngen der Bewegui^ eines STstome 
von n meteridlen Ponelnn» wdCobo den Bodingnn|{en FssO^ ^««=:0, .••• 
«nienrorfen sin^ 

• • e Oft 




In welehen Gleiobiingen dem Index / dieWer^ t, %..»*» n angeben sind 
und jn< iS» Biasie eüics Pnncfies bedontet, dessen eeditwinlüige Coocdioa< 
tKitti, yi, xt ündf Dies fst die Xc^iwyrMoba Form der Diflerenrial« 
l^eiolningen) wdcho ihnen in allen imien gegdian werden lunn, in wei« 
dien der Satx von der lebendigen Kraft ^i 

wo h eine Coostante. Die GrSisen \ \ etc. sind der Sjmmetrie wegei 
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e7ngefiitir(0 Ftstoren, w«ldie rermittelit der Bedfaigungsglcidningen efinü* 
lurt werden masfcfk Die Funotion U, deren porlieUe Differentiatioii £e 
an^braiflbtea KrirAe |^^> iHIl ioh die KrSftefunotipo neBoen. 

flet UMB die BilfgeitenteD OüferentielgleiQbaiigen Tolbifiodig inte- 
geht^ so kennt mm die 3« Cöotdlnetw eli FuMtioneii der Zeit und der 
-willkahrUelien Constanten. Es werden dleee Wertbe in die KriAefunetioD 
i7 Buiwtitab^ und ihr partielles Differentiale naoh einer der wUUuhrlidien 
Congtanten, die loh. a nranen will» genomm^i lo bat man 

du ^TdU Bxi ,BU dn,BU Stil 

da die in Xy Xd.i.» mnltipireirten AuadrBcke wegen der Bediogung»- 
l^dohungen fersehwinden. 

Den letstem Anrdhiok kann »an aueh ao daratdlen: 



"" di 

Der zwefle ThtSl dea Auadiuekea recfafer Hand ron» Gleidibeita- 
xriehen Übt ndi ebenfidis als tSn partlallea, nadi a genonunenei Dlflfe- 
rentiale darstollens ^^. ^^, g^. 

2 da ' 

wodarch die vorstehende Gleidiung nioh in folgende verwandelt s 

er 
j«_. \Bati Bai . Byi Byi . Bzt 8ii\ 

di • 

IMese merkwürdige Gleichung ist den Analysten, welche dcb mit der Tn- 
riation der Conatanten in den Froblemen der Mechanik beaehSItigt htf 
ben^ nieht en^angen. Es folgt daraus mit Leiditigkeit eines der Hanpt» 
theoreme dieaer Theorie. Setzt man nSnüidi 

Bx , Bv , Bz. , 

^=*^» ir=^* 17-*^» 



da 11 » 

i bedeutet ß ir|^d eine «weit« wfllktihriteh« Gofittanl», lo sehen ^ 
Si die bdden AindrSoka 



dl • dt 



die peortfellen Differentielquottenten ebes und desMiben Autdrool» 

•iod, dts eine Mal neob a, das andere Mal nadi ß genommen« Rs whd 
also das Differential dp» ersten Ausdrucks nach genommen gleMi dem 
infferwCial des aweitw Ausdmoks paob a genommen eeinf iralolMw itfoh 
Wegtassniig der sieb aufhebenden Terme die Glefcinmg ^ibf; 



dt 







0. 



i'M. : 



Dien Glelebnng lehrt» dafs der Ansdrools 

Yon t ooabbBng^ oder efn» bloB» Conslanta Ist, wri 
X<yYwywsha Sabi bt. Uan beweiat audi noch lefeb^ dafii fraon y h^gand 
eiho drille 'wnikübrllehe fSansfanto Ist, vnd man f enen AaaAruok mit (a» ß) 
bccelohoel^ die GlfMhm^gan 8iatt (faidmc 

Aber BcmtUm ataht a» der Qlflhhmigf weloho ^i* fmdens 

neue Vortbeile donA fblgeodes Terfahreo» waloliee «ben sowohl duriA die 
Methode als dqreh die Aesnllatc^ an welchen es fRbrt^ h8d»t banerkem« 
werth M. Setzt man nfimlichi 

13» 
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M Ist iumA der bekamim R^el d«r DiffanotiatioB «ntar dem Sekben: 

BS _ r« a[^7+iSw,(xr+yr4-^")] ... 

^ ""7« 1^ ^'' 

oder der obigea Gieiohung zu Folge: 

5S "V, 57 "• 

;Biiid a^ i^ c die Anfangswertbe vod jt^ y^ z und o% y, c^ diiB Anttmg^ 
wertfae von ar^, y', z^^ oder diejenigen Werthe^ welche dem Werthe t»0 
entsprechen^ so giebt diese Gieiohung: 

Die Function «9 ist eine Function TOn t und den wOikiibriichen Con« 
stallten; sie wurde dadurch definirt, dals ihr nadi / genommenes Diffe« 
rentiale gleich ist der Summe der Kräftefunction und der halben Ieben«i 
di^en Kraft. Die vorstehende Gleichung lehrt auch ihr IKfierentiale fin« 
den^ wenn man blols die willkihrlidiea Gonstanten ds verSnderfich be«i 
trachtet. Beseichnet man nSmlich durch die Gfaaracteristik B' das Diffe* 
rentiale I wdches man erhfilt^ wenn man gleichzeitig alle wiUlLnhrlichen 
Constanten ändert^ / aber tingefindert Ifibt, so giebt die vorstehende Glei^ 
chungi wenn man sie mit d a multiplicir^ und die Summe aus allen 8hn- 
liehen bildet^ die man ffis^ jede der wiUfcuhrliidien Gonstanten erhSIt^ 

Dies bt das voIlst8udige Differential von 3^ wenn man t oomrtaat selatf 
und es als Function der wilULiihrlichett Constanten betroditett» 

Ist das STstem gans frei, so bat man 6 n wülkiibrliche Constanteoi 
als deren Functionen 3 und die 6/k Grfilsen a^^ y^ t, a^ b, c betrachtet werden« 
Yermittelst der Integraigleidiungen kann man die 3/i GrSiseD «, bf t durah 
dtme 6 n Constanten ausdrucken ^ und die 3 /i Grulsen x, y^ % durdi diese 
Constanten und die Zeit t. Man kann daher auch die 6 /i wilikuhriichen Con- 
stanten als Functionen der Zeit und der 6/i Grofsen x^ y, ZpQpb^c betrachteui 
wodurch auch «Steine Function der Zeit t und der 6 n GroCien x, y,Zya, b, c 
wird« Nimmt man in diesem Sinne die partidlen Dififerentialquotienten 
von 3f so giebt der vorstehende Ausdrude des vollständigen Differentials 
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wtmS, Mglefeb idue naoli den GtSbttk x, y, % i^ i^ r gtattnineiiea mr- 
fielleu DUitHiiiliile, uSmlkh: 

es , BS w 

**' — •» *' ^* — - -' 

Die TontehMidea 6 n 6iMcbaag«u lumo mui •!• die ToOilftid^M 
IntffralgMobuj^ieo der vorgelegten Aii%ebe betradtteo, tmd sswar tud 
die Gleiobiwgea ünki die 3 a Integrale erster Ordnung (welobe JKanilfoii 
iniäi Zwisebenintegrale nennt), die GleSAmgen ceehter Hand, die 
3a eadliehen Integrale aelber. 

Ist dasS/stem nidit bti, sondern sind ^ i Bedtsgung« fegd>eBy 

FssO, FisaO, .... IV* «» 0» 
wdeiken & Punete desselben GenSge l^en mSseea; so kann man die 
3» FuMlionen x, y, «> welebe num soeliti asif 3«—^ reduoireO) und 
iNraoobt Ton den 3ADifferentiidgleiebangett 2ter Ordnung nur 3a— >i an* 
wwendeiu Man iiat daher nur' 6n — 2t wUUcfilirliobe Conatanten, (3r 
wdehe man in den AusdnidJi von 3 wieder die 3a— -it GrSlsen, auf 
weldie Bian die inGr^üeUf s, y, x surSeicgefUhrt bat, und jhreAnfongs« 
«ettbe^ anf welohe sieb durch dieselbe BediogtingifleiobungeB die 3aGr8« 
beu Oy ^» «uritafc führen lassen, einfShcen Isann. 2En der GleicfauBg durdi 
welebe wir, wann taan t eonstant sets^ dsa f^aüstfadife IMffiirenttaie von 
Sf im obigen Sbne genonmen ansgedrSekt beben« and wakhe Afh auch 
80 danteOen UfsT, 

» 2 (^ — mfdB^) d«;t + S (^ -f m« e;) d e^ 

lind damt di«i so k Ton den 3 a IKjBbraitialen Bxf By, Sg und i ven 
den DiflSerential«! Ba, Bi, Be yemittelst der Bedingnagsgleiobuagen aii 
dindidran und die in die fibcigen unabhgng^en Diffiwentblen audtiplieir- 
ten Ausdr&die dnzehi ss ai selsen* Bedeutet 2^ den Ausdruck von 
Wf ymm man dann für & SaGrSben <r» x> 9 ihre An&ngiwertbe ff, b, e 
aeM^ ao bewerksteüigt man diese KIf mination, indem man die It Glaiehungen, 
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BW 



SF 



^(1^^«''+^^^' + ^^'») « «^ « 



• • 



find die k Gletobnngen 



dp SS 



fede mit ctoem Factor mult^Kelrt, zu d«r oUgm Gleielnm)» btD{Qe(S|rt, 
und diese Faotoren lo bettlmimity da& din k von dem Dtfffraidaien Bx, 
6y, Bxf «nd die t von den Differentitlen Ba, Bh, Bc, welolie man Alna- 
nirm will| verschwinden. Da mm auch die. in dte übrigsn nnali]i8iif;ij:<n 
IMIieraitialen niultiplidrten Ansdiflölm vefaohwindra ni6«eny ae eriiltt 
man, wenn mau dicFactoren mit A» An^....^ — X*V— ■A|*»** bMMiöbm'tt 
das Sjratem von 6 a Gleiolinngen: 



mitli 



m,«; 






as 



i^^'j.v«*^ 



• • 



• e 



• » 



• • 



e • 



e»4 



• • • • 
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veleho [etat alt die voll8t8nd%en Intflsra^eichnngan ndt Riqsiialflihoaf 
der Bedingungiiil^bangcn 

KU betrachten alnd. IKe NultifUcalorBn werdan dnrcib AuORmii^; efner 
gleichen SSaiii lineKnp Glaichnngen goßinden, vrelohe man dadurab erhll^ 
daifi man die Torstdienden Gleiabnn^ in die fönenden dnroh INffereiv- 
tiation aus den Bedtnpmgeglsiohtmgen «ioh erf[eb4>nden aiibslitnirff. 

4W _ ^{Bt »tBP.tt BF A rt 

dFn « (BPs ^ _t^ BP^^, _j_ BPt 

dt " 



»(l^«{+^^:+^»0 - «^ 
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80 vte die Gl^dnmgien die nmn far /ssO aus diesen erfafil^ 

Mir sehen ) wie aueh m dem Falle eines nicht freien Systems die Inte^ 
gralgleiohnngen eine gans analoge Form mit derjenigen erhalten ha^ 
ben, fn welche Layränge die Differentialgleichungen der Mechanik 
gehradit hat« 

Wenn der Sats ron der lebendigen Kraft gilt^ so kann man die 
flunelion 3 auch ao ansdrScken: 

wo h eine willLSbrliche Conatante Ssl; Mi habe aber im Torhergehen- 
den den Sat2 Ton der lebendigen Kraft nicht benutzt^ weil diese Resul* 
tate^ wie Professor SFamUion nicht angemerkt ha^ auf enien Fell ausge- 
dehnt werden können 9 (Sr weldien dieser Sata nicht j^t^ md den Fall 
nSmUdiy wo die KrBftefunction aufter den Coordinaten noch die 2Mt t 
explidte enthSItt wie a. B« wenn tfn Punct ohne Masse ron beweglichen 
Centren angezogen wird^ deren Bewegung bekannt und gegeben ist« Ich 
w»de diese Ausdehnung der Formeln 9 wo sie stattliaft ist 9 allexeit an* 
geben^ da der ang^ebene Fall der Mei&anik in der That seine Anwen* 
düng findet. 

Die Definition 9 welche whr von der Function 3 g^eben haben, 
eetit die Tollstlndige Integration der Dilferentialgieichungen des meehani-* 
achen Problems bereits Toraim« Die yorstehenden Resultate bStten dann 
nur dss Interesse^ des System der Integralgleichungen in eine merkwfird^e 
Form gebracht zu haben« Man luinn aber noch die Function 3 auf dne 
gans TerschiedenOi und riel allgemeinere Art definfren« Ich werde 
midi im Folgenden auf cfen Fall eines gana frden . Syst^ns beschränken; 
den Fallf wo irgend wridie Verbindungen und Bedingungen zwischen 



jleo Pimolen Statt fiaden^ werde iob in emer tpSteni AUimdlof^ wieder 
aiifnehmeii^ dereo bauptsSehltohete Resultete ioh bereits an einan indem 
Ort mitgetheSt bebe« 

Wir betracbten S ineder als Function der Zeit^ der Coorfinaten 
der Pnnote und ihrer Anfangawerthe* Differentiireo wir 3 ToOttSndig 
nach der Zeit^ indem wir a^ die Coordioaten alt Functionen der Zeit 
betrachten! io erbalten wir, der Definition Ton S zufolge: 

Hieraus folgt^ da 

s i ds s i ds s i ds 

der Ausdruck des partiellen Differenti^les von S nach t genommen 

welcher Ausdrudc sicb| wenn U nicht t explicitd enth&lti abo der Sats 
von der lebendigen Kraft gilt^ in Iblgenden vereinfaebt^ 

rfS , 

"St = — ^' 

wo h eine wilUiShrliebe Constante istt 

Man erbalt aus dem Ausdrucke von ^ audi folgetide Gleichung t 

und dteses ist eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung, weicher 
Se Function S Genüge leisten mulik Die Function S^ wie sie oben deß- 
nirt worden, ist eine vollstfindige Lösung der partiellen DÜferentil^Iei« 
diuog erster Ordnung, iodem sie au&er einer Constante, die man ofl^n« 
bar TU ihr noch hinzufügen kann (da nicht die Function selber, sondern 
nur ihre Differentialquof ienten io der Gleichung Torkommen), 3 n inllkfiluv 
liehe Constanten, uamlidi die Anfangswerthe der Coordinatot entfallt, und 
die Zahl der unabhängigen Yariabefai ebeniaUs 3/i-fl beträgt« bh wilt 
einen Augenblick bei der Natur der Tersohiedenen LSsungen einer partieU 
len Differentialgleichung erster Ordnung rerweilen. 

Man nennt nach hagrang% Tollstfindige Losung cAier partidb^ 
nf dit linefiren DifferentialgleMhung erster Ordnung ane solche,, wdciie eina 
gleiche Zahl willkfibrlicher ConstsTiten enthfilt, wie die Zaiil der unebfabi. 
gigen Tariabeln betrSgt, weil man Termittebt der, nadi diesen genomme« 
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nen partiellen Diflbrentfalquotfeiiten der gesudiien Fonetion eine solclie 
Zahl wflfkShrlioher Cenatanten elimfniren kann, und Im Allgennefnen keine 
grSlaere. Kennt man eine vollitffnd^e Litsungi ao kann man darena 
alle übrigen LSaun^en ableiten , deren die partielle Diffi^rentfalgleichung 
fthig ist, und welche einen aehr voractuedenen Charakter haben« Man 
nimmt an diesem Ende eine Anzahl willkiihrlicher Relationen zwiadieh * 
den witlkfihrlichen Conatantei^ an, oder waa daaselbe ist, bestimmt einige 
deraelben als willkiibrliohe Fonetkinen der Sbrigen, differenaiirt nach die* 
aen^ als unabhängig betraditeten willkShrliohen Constanien die volls^ndrge 
Lösung) und setaiA die genommenen partiellen DifFerentialquotienten einzeln 
2ss0; wenn man dann vermittelat dieser Gleichungen die wiUkiihriichen 
Conatanten aus der Tollatitndigen LSsung eliminir^ ao erbfilt man die neue 
Losung 9 welehe man | da aie willkiihrliche Functionen enthalt^ nach 
LagraiigB eine allgemeine LSsung nennen kann« Diese allgemeinen 
Lösungen haben aber einen gana; verschiedenen Charaoter nach der Zahl 
der wiUkShrlichcn Relationen^ welche man zwischen Aw willkilhrltehan 
Constanten annimmt Wenn m die Za^l der unabhSn^gen Tariabeln 
und also auch die Zahl der willkSbrlichen Conatanten ist^ ao hat man 
m — 1 Classen allgemeiner LKaungen^ je nachdem man 1, 2|..«. oder 
/n— 1 Relationen iBwischen deii /n Constanten annimmt ^ und dann vrfe 
oben verCShrt» Die all gern efnate LSsung ist diejenige^ bei welcher nur 
eine Relation sswischen den Constan^cin angenommeni oder eine ala Fune^ 
tion der übrigen angeaehen yMi. Der Grad der Allgemeinheit verringert 
sich mit der Zahl derjenigen willkührlichen Gonstanteui (3r die man will« 
kuhrliche Functionen der übrigen setatt So ist es allgemeiner oder Utfst 
mehr willliQhrlichea su^ eine waikuhrKche Constante ala willkiihrliche Func- 
tion der m — 1 andern anzunehmen wie fn der allgemeinsten LSsuiig^ alt 
swei willkiihrliche Conatanten als willkiihrliche Funotfonen der m---2 an» 
dem anzunehmen^ wie \n der nSchst folgenden Classe allgemdner Losun- 
gen. Denn denkt man sich eine willkiibrlidie FuncticHi von m^l (sv'ow 
fsen nach den Potenzen von einer derselben geordnet^ so aind die Co^U 
fidenten willkubrliche Functionen von mrr-2 GrBfsen, so dafs eine wiU« 
kiihrKche Function von m ~- 1 Gr8Isen unendlich viele Functionen von 
17t— 26r8(sen umrarstt AlsGrenze dieser Qassen allgemeiner LSsungen ist der 
Fall anzusehen^ wo man ^Relationen zwischen den mGröiscn annimmti oder 
diese als Constanten betrachtet^ was aber die vollstirndige L5snng selber ist^ 

brcll^s Jminial d W« Bd. XVIL Hft. S. H 
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Da die venciiiecleiim Arten IiSrangeo, wdohe feh aUgma^ine l^ 
tuogeo genannt babe^ wülkobrlicfie Funetionen entbalten^ jo kann man 
sie 80 pttrtioiilaiwfeiit dafii eie jede beliebige Zahl wiilkohrlidie. 
Con«tanten enthalten^ denn in jeder wülkiihrUchen Function {catm man 
ao i^el wiDknhrliche Ck>nitanten anbringen ^ tvia man wilU Giebt man 
den wOIkSbriidien Fonetioiien «wammen m wiUkuhrliche Comtantent 
wenn m $e ZaU der unabbSnig^ea TarUieln ni der partieUen Differeo» 
tialgleidmng irt^ ao kann man fede particnlariairte allgemeine 
Losung mit m wiUkStbilieken Conatanten ebenfalls als eine 
vollttSodige Ii9aQiig ntiaebn^ ans welcher man eben so wie 
ane der Tellstindigea Lfiaungi von welcher man anagegangem 
iit$ alle Arten Ldanngeu» deren die g'egebene partielle Oiffe» 
rentlalgleiehvug fSbig iet^ ableiten kann# Bfan kann anff 8hn« 
Bebe Art jede aligememe Lürang so partienlarMreni dafii daraus eine Ld^ 
anng wicd^ die m einer minder allgemeineQ Chnae gehcirt« Hat man a#B« 
eine L58uog| in wddier iCfrSlsen ab wiUkShrliebe Funcdonen der m — i 
audem Torkommeo^ und ist />^ tf aber mgleicb /^m^ so kann man diese 
k wiUbüfarlidira Functtonen von m— it€Srolaen so particukrisiren^ dais 
daijn so viel wülkSbriidie Funetionen toh m^ Grölsen rorkommen. 
wie man wflij und niaunt man I8r diese k wfllknbrlidie Functionen par- 
liaul&ie Voemen» b denen / wiUkSbrIicbe Funetionen ron m~/ GrSfsen 
▼orkemmeait so kann man diese I^Ssung eb eme aobdie betracditen, die 
au einer minder dlgemeinen Cbsse gehSr^ und Giemen am der volbtitn* 
digen LSsung erhalten kann^ wenn man darin / wSIkSulidie Constanten 
ab wUttwhriidie Fonetionw der fibrigen betraditet^ und Bk dieae solche 
Fanolionen setzte dab die nach ihnen genommenen partiellen DüEsrential«» 

der TolbtMgeD LSsung veracbwmdan. 



8. 

Nachdem ich diese bekannten Betrachtungen Toransgeschickt habe^ 
kehl« bh au der hier rorliegenden partieUen DifferefttiaIgMtfchnng furück^ 

voa irekdier die FoMtkm 3, wie sie oben definirt worden kt, wenn imd 
oooli- ebe willkObriiehe Comtante m ihr «dduil» ein voUstöodfgei lotend 
IM« Da ee aiier nMudüdi viele volbtündige lategmle deraelbeo ptrtieOen 



Differenf lalgleidbuiig TOtt der Yerschiedeasten Form giebt» to &t die Fumn 
tion S durch die partieHe Differentielglelobung ^ der sie Geoage leisteCi 
nooh nicbt bestimittt« Gltiiohwohl ist dM ^jrstem der 3n gewSlmKciieii 
DifferentialgleiohuDg. der Bewegung durtilk die tine partielle DüTentialg!^ 
chuDg Tolistandig eraetet. Deun es tiilst sidi leicht xeigte^ dals jede 
ToUstSndige Losung derselhen Imireifthf | um sfiinmtliche lul^ialgleioouo« 
•ven der Bewegung daraus abmlaiteD^ 

In Aet Th«t wA S ägend ^ne ▼oBsflbidije Lüsuiig der partiellen 
OHTerentSalgteichung 

Da die Zahl der unahhttngigen 'ttM^m hier 3ii4-l urt, oamBch 
die Zeit / und die 3 /i Coordinateiii ao mnfii die TolbtSndige Ljisung S/i'-f-l 
willkfihriiche Coiiitanten enfhaltttäy von denen nMi sidi hnmer eine mit 
S durch biofse Additiim TeriMQdea> danlsreQ kann» Es seien fiu o, t • • • 
• • • a»if die 3/1 fibrigen^ und ßif ß^^ • .•• ß^f andere wüUenbrKdbe Coih 
stauten 9 so will ich aeigen^ dafiiife^ende. 3n endliche Glisiehungeo zwi- 
schen den 3/1 Gocürdinaten Sif yifzi und 4n 2Se& t^ 

j^— Ar ^«ft, .... 5^«=P» 
immer dem vorgei^t«n 9jitem; gevrdhnlioher Diffifr^ntiaigloMiungeii c 

6€ntige leisten» 

Differepsiin man nSmleii die gegebenen «ndlMien GMobimgeB. 
wodardi dio wfllkBhrikhen Com tonten ^jt, ^, .*., ^„^ von selb«r vor- 
sebwindep» lo erhBIt man di« 3n61eiobangent 

BS 

B*8 , •,/ d^S , . B*S / , a*S 




issi^i+^fe^;:^** + 5«r57, T' + ^^1:5:5*; 



■ua wdoben man die Weitfw von «ri» y{> «^ dorah AuflQiuii^ fc e Wtm * 
nen kann^ Yergleioht inan «ber (üese 3^ GleiobuDgen mit folgenden 
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3ii fdentfscfaeii Gleiobungeni trekhe am der gegd^enen Gleichung: 
durch partielle Oiffiarentiatfan nach Oi, a,, .... eh« herrorgelm, 

i* d*s , ^ 1 r 9*s 9s ,a*s BS . a«s asv 

so riefit man ohne wdteres, dafs die gesuchten Werthe ron s\, yW ^i» 
welche die obigen Gleichungen erfSIlen sollen, folgende sinds 

dxi i dS '^rfr*_ 1 9S '^dzi 1 dS 

DiflGsrenÜirt man die voistehenden Gleichnngen auQi neue, so er- 
halt man die Gleichungen: 

d^xi ^T9*S , , d*S . , a*5 ,1 i d*S 

wo man In den Summen rechts fSr k die Werthe 1, 2, •«•• a su setzen 
hat, wahrend i unverOndert bleibt. Wenn nun in diese Gleichungen fdr 
3^t yif ^ die geiimdenen Werthe sobstituirt, so verwandeln sie ^h in 
folgende: 

„ rf*a» ^ •, 1 r d*S dS , a^S dS , d*S 981 , d*S 

iT'yi ^ 1 r d*s ds > a*s as . a«s asi , a*s 
*d«* ^TOjLaMa«i'52;i"»' a/i a/» • 573; T* d/j di; • S^J *^ ^r<d< * 

'"'dF- " ^^SiUt^'S^+^isi^'S^+'s^^-^i^J+'s^rjr- 
Es sind aber die Ausdrucke rechts die partiellen DüEscentialqiuotienten des 
Ausdrucks 




nach »if Yi, *i genommen, wodurch wir die INflCerenlial^eichungen be< 
kommen t 
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^d*aii^dU ^^^BU, ^d*xf^»ü 

""rf?"*'5J^» '"fdF'^S^r '»^•3?r«3^. 

wdolies die Torgelcigten D M B aw nlhlgltoielwngen sbid» Wbr Üben aibo Ibi* 
gende« Theorem« 

Theorem« 
El seien die Dil&reiitfeilg1eieh»ngen der Bewc^gimg efaiet freien Sy« 
tfemee von n nateiienen Puneten folgende 3« Dlfferentfalgleiehiingeii asirei« 
ter Ordnung! 

wo Z^eine g^ebene Function der 3 n Coordinsfen »a y«, Xt\ act, yt$ %M * • 
• ' • ^nf ymi *m vid der Zeit t bedeute^ und fiir i alle Wertho 1, !^ .. . • n 
ZV Mtzen tind; es sei ferner 3 fegend ebi voIIstOndiges Ini^nil der per» 
tiellen DiflGerentbJgleiGhang: 

welches auCier einer mit S bldb durch Addition yerhindenen wfliluihrlkhen 
Gonttanten noch in andre willkührliche Consfanteti 

• ■ * 
enthalte: ibo sind die ToUstHndigen endHchen Integrale der vorgelegten 

Zn gew^ninlichen Differentialgleichungen 2ter Ordnung mit 6ii wiDhühr^ 

liehen Conrtanten: 

wo die GrSfsen 

neue 3/9 willhührHcheCkmstantan und; es sind ferner die nach denCoor* 

dineten« Achsen zerlegten Geaohwindigkeften^ 

._. 1 98 . \ BS s 1 dS 

"^"^m'J^i' ^^"^m'Tji^ **~to'75* 

4e 

Eine der vollitXndfgen LSsungen der im Torigen hetrachteten par* 
tiellen DiflerentSalgleichungen erster Ordnung ist die zu Anfigng deflnirte 
Function S^ und «war eine solche^ In welcher die 3/i willlrahrlichen Con- 
stsnteni die S enihiflty gerade die AnüingiBwerthe der SnGrBfsen opit yi^ 
Zi sindj welche wir mit ai, hii Ci bezeichnet haben« F8r den hsuptsBch- 
lieh vorkommenden Fall» welchen Hamilton dSidn betrachtei^wo die KrSfte- 
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fuDctton dl» Zeit t toiobt expIioR« entMlft, |^bt dönelbe loocfa eba zweite 
partielle Diflferential|leJcbiiiig enter Ordnung» welcher «fiele Fuoction 5 
Gennge l^tet« 1^ Aeaen Fall ^t der Säte too der MMndIgeii Kml^ 
weldioi man ao danteOeo kaon: 

wo wieder <^, 5f> <>< 9i» Anfisogswerthe rtfn x\j y^, ili bedeuten, und 
J7o der Werth ▼<» U ist, wenn man darin for x^ yi, % One Aniuig»» 
werthe ai, bi, ti setzt. Es ist aber: 

und daher» wenn der Säte Ton der lebendq^eo Kraft gil^ aooh 

II » z?;~i SB «i(er + «r + e';y 

For dfo BSmiltfoir'sQhe Funotioii 3 worde aber 

woduceb ddi die ventdiende GMchung in folgende Terwandelt, 

§l=^^.-i^4[(ID"+(ID'+0"]. 

DioMs ist Se sweite partieUe DiflSsreotialgleiohaDg^ welcbw die UamSUon^ 
Mite Function ß GenSge leisiety nnd wodareh irie roa allen andern TofU 
«tfittdigen Lorangen der ersten unterscbieden wird. Aber wsr beben ge* 
aehen, dab jede voUstSndige LSanng dieser enitcn dorobaus hinreidiend 
ist, um die sSmmtliohen yollstSndigen Integrale der Torgelegten Differeo* 
tialgleiohuDgen der Bewegung jsu linden« 

lob weib daber nichts warum ffamittiMf um die volbtSnd^en In« 
te^le der Torgelegten IMfferentialgleiobungen angeben au kSnneni die Er-» 
findung einer Function «9| ¥on 6a + 1 Tafiabelui nSmlicb den SiGrSlieQ 
^f Xif ^h ^^^ ^nGfoben üif hi^ c^ und der GrSfiie / fonterti welche za 
gleicher Zeit den beiden partiellen Difierentialgleiobungen erster Ordnung 

Gen^e leiste^ wfibrend es^ wie«^ gesehen haben» Totlkommea hb^fcii^ 
irgend eine Function 4er 3^4*1 Grolaen t, Xff ytp »i an kenneii, wekbe 
der duen Gleidbung 



p«rCMkfi D^ermtkdgl§Uhms0u 



ih^^mr* 




GmSge l^tet^ und eabw einer mit ibr dnrdt AddStioii TerbondraeA nodb 
3ii andere wilOdäbrliche Constanten entfeifilt» Bamilton scheint mir da» 
durch seilte sdiSne Entdedkimg in ein Iftlsches Licht gesetzt zu habeug 
auberdem daJb sie dadurch jsn gleidier 2Seit unnfithig compBoirt und be» 
schrSnkt wird# Auch uA hier der Übdstand, daft^ da mau eine Function 
dicht diurh xwei partieile Oifferentiaiglttchungen definiren kann^ denen sie 

l^aicbzeitig genSgen solf^ ohne zu bew^sen^ daPs eine solche Functioq 
auch whrkfich mSglidi ist^ seine Theorie^ wie er es ausgesprochen ha^ 
nicht an «oh , sondern nur mit dem Beweise ^ den er liefert^ TerständBch 
arfn kann» Wenn dadnrdi^ dafs er gerade diese besondere Function 3 
lumm^ ^ wilikuhrlichen Constanten die Anfisngswertiie der Goordinaten 
und der naA den CSoordfaiatai- Achsen »richten Gesdiwind%kmteo wer^» 
de% so ist dies k«n wesentUches Interesse^ da die Einfuhrung dieser Cbn« 
stauten die Form der IntegraJ^Ieidiungcsi in der Regel complkwter machen^ 
aodi man fie ToIktSndigm Integralgleidbuogen aus jeder andern Form 
in diese bringen kann« Yielleicht ist audi HamStton dadurdi» dab er 
immer gleichzeitig swei partielle Differentialgldeimngen tot Augen hat^ ver« 
hindert worden, die aligemeinen Yorsdiriften^ welche Lagfttn^e m den 
Vorlesungen Sber die Functionenrechnung (nr die Integration einer nicht 
lineSren partiellen IXferentislgldehung erster Ordnung zwisdien dsA Ya- 
rbhehi giebt, auf sdn Theoram anzuwenden , woduri^ ihm, wie foh in 
einer andern Abhandlung zeigen werde, Resultate Ton grdbter WidbK 
tigkeit liir die Mechanik anfangen sind. Ich bemerke nodh^ dafs diet^ 
Förderung, dals die Function «9, nadidem sie der ersten partiellen DiflRi^ 
rentidglejchung genügt, noch der zweiten genügen soUei, auch nodi dadurch 
eme Beschränkung herbafuhrt, dals sia den Fall ausschhefrt, wo die 
KrSltefunotion Ü die Zeit / auch expiidte enthält, weil für diesen dia 
«weite partielie DifferentialgleichuBg aiehfc mehr gult^ ist« 

5. 

Man kann der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, durch 
welche mais das System der Differentialgleichungen der Bewegung ersetzt 
fiat veraehiedene Formen geben, faidem man Uieils (iir die zu suchende 
Fun^im eine andere nimmt« iheib die Yariabeln ändert« Hamittmf hat 
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m^ere ^c^ipfele hiervon g^leii) von denen leh Mer nur efaim «uie&i» 
anden^aten werdoi ynH die Steigen von gerbigerao fiiteNau ai aein 
sdidnen« 

Es seil. 

Wenn U nicht f explfdte enthffl^ alao der Sets von der lebendigen Knft 

gnt. 10 hat man 

* jy « Ä, 

wo h .eine Coostante. "Es sei die Function 6 nach der von Bkmiflon 
gegebenen Definition bestimniti und au dem oben gegebenen Ausdracfc 

von B*S nach ^Bt hinzngefagt, so hat ttian das volistiindige IKSbrantJal 

vm S, wenn man allen. 6n4*l GrSfsen t, opif ya in at, 6^ Ci, die es 
enthSIty unendlich kleine von einander nnabhSngige Ineremente ^ebt^ Da wir 

fanden» so wird, wenn man sich der Cbatacteifitik der Tarlatfonsrecbnung 
bedienfy diese roHstSndige Yarlalipn ron S, 

iS ^ — H**+:Sm,[«{^iCi+yI(Jyi+aJ*«J 
Man setae 

so foigt aus der vorstehenden Varistion ron S der Ausdruck der Taria* 
üon von Ff 

Denkt man sich vermittelst der Gleichung 

die OtSTse t aus S eüminirt» so wird 3 und mithin auch V eine Fane* 
tion ronüf, den 3 n GrSfsen «t» yi, ^^ und den 3a GrSfsen Oj, biy «j, and 
die vorstehende Gleichung giebt den Ausdruck von ^r> durch die Tatia» 
tion dieser C/i-f*! GrSfsen. Betrachtet man daher F* als Funefiön von 
JET« den Coordinaten x^ y^ % und ihren Anfangswerthen' «j, ha e^ tk> 
werden die partiellen OlSerentialquotienten von V nacJi diesen GrSfter 
genommen: 
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f 



* 



OkM Ifflrdie gebt» die psrtiiell» OiffiMrentblgleichaog: 

wo mm, wttiB Z/ «Mb / explioife efOhfilt, ia IT tut f das partielle Dife* 
fentlale |^ m aebna iiat. Wenn äbilr, wfie es insgemein der FaD üt, 
If mAi t ezpliote entliBU, sondern mne blolse Function der CoOTdinateo 
ist^.su cntbitlt die partielle l)if8rentiaigleichuiig das partieOe IMfoential 
iroB U'9mh B ceaemmen gar inolil> weshal|> H hA ihrer Integntfion 
als Constante betrachtet wird. 

¥ 

Yfeaxk V läAk t expUdte enAllt, dso H ^e Consfanto iit| so 
biit HMD» wenn inn fir ^ die Hamllioifuh» Function nimm^ 

r » 3+Bi ^/\a+i^mi(x'i'+yr+x^) + l^dt, 

WIM 

Sa deopelben faüe» wo H «faM Constanfo ist, etfaHIt naa l&r 

/«■O audi 

iamiCer+Jr+O » Z7o+H 

welohea eine xweite pertieüe OüEeiemial^eiohnqg ipt, weicher die Fnno- . 
tion V GeaBge leistet. Bammm definirt die Fnaofa'on F datch diese 
beiden partiellen DUFerentialgldduingen: aber um die ToUsUndigen In- 
tcpgle deft'DiffiHreiaiKalgleiehttagea' der Bewegung, in inded, «eiahl'ei^ wks' 
der voRkommen Un, wiBort tniii mar kgswl eis i o is taudig ea Inteyat' 9^ 
dtt^tertttaH' kennt.' . « «?» 
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Wenn alMidi Ü die Ch^be t expliette m^iÜH» «o boliMhle 
«gend «ine voUstflmlige.LöMtog der partiellen Difforcotidj{leiciMMig 

WO, wie eriTübot^ in D fm t in setzen ist ^« Solche LSsmig wird» 

da hier 3/7 -f*! unablifingige Yariabela suid, aitlser einer mit ^ doroh 
Addition verbundenen Constante, noch 3/i andere a^ Oat •••• ctsi,, ent« 
halfen, l>ie 3ii endlichen vollstSndigen Integrale desSjstems iron 3ii ge* 
wöbolichen Difierentialgieicbungen zweiter Ordnung 

d^xi 'du d*n du il»xi du 

snit G/i willkSbrlichen Constanten, werden dann 



wo ßiy jSjy ee .« ß). dio ncoen 3a wOlkSbrlioben Constantea ibd; die 
3/1 Zwiscbeninti^rale mit nur 3/i willkShrliohen Gonstanten werden femer» 

BV . BK • ^y^ ^ ' 

Die Groibe H kann man in diesen Glmehungen Tcrmittelst der Gleicbu^g 

BV 



durch t ersetzen« Der Beweis hiervon ist ganz wo, wie der for die Pimc^ 
tion ü geführte. 

Wenn aber die Function U^ nicht t explidta enthfilt» so entbült die 
partielle DUIerentialgIddiung eine unabbSogig TariaUe weniger» w^ H 
m dfesem Falle dne Conslante h wird; die Zahl der willkSbriicheii Con* 
stauten einer vollständigen Losung ist ddier» aulser der mit V durch Ad« 
dition verbundenen nur 3/3 — 1» die wir «ii ^Bj» •»•• tu^^v nennen wollen« 
Die 3/1 endlichen voMstfindigen Integralgleichungen der Be* 
weguag werden dann: 

zn den«n man nocli die Gleiehunig 

Bh ^^^^ 
zu fügen. ha^ wo^o#29 «eeeß„^t> t* tteuo 3a willknbrliebe Con# 
sfnnlMib alMl^-no 4nfa liier wiodor 6« willkfihrliche Coftstan* 
ton Ott Oa» r#«. 0»!^» ßt» ßi» .e.e ßjM^i A» % gofunden wefd««}« dijs 
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3/z ZwiBoheniutegrale endlich werden wiedert 

0er Beweis, der hier etwas modificirt werden muis, »t, wie folgt. 
Die Oiffer<>ntation der 6Ieiobunj;en : 

giebt fönende 3/2-^1 Gleichungen 



durdi wd<^y da in ihnen kein Tenn vorkommt, weldier nicht tu eine 
der 3a GriÜMn dpj, >'{, s; multipücirt »t, die Verhältnisse dieser 3/z Orö- 
ften bestimmt werden. Differentiict man die gegeheno partiolle Differea« 

iiadi Ai> ttif •••• f^n-^2> M erhült man die 'Sn — 1 Gieicluuijjeu ; 



iwilS^^HIt 



^ ^^ 1 ^ ^'^ ,^^1 ^''^ .!^1 SS 



Vergleiobt man diew 3/i — I GleidiuQgeo mk den vorigeo 3 /i^-*l Glejofa 
gen, ao aielit map aimäGhst, dab die 3v2Qri?lMii jr), y\i z\ aiob fe^peolire 

wfe die S/iGHiImd -7^, ~^, ;^ Terbaltenp DpKWIiirt mao awi 

ferner die ^eidmng; 



'»- — es /4-x* 



SO erhJKlt nuui; 

find wenn man die gfgebime ptrtielk» DiffercfMiilgMiiobn^ ptvtiell 



15 



.1 
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^ r 9*r Bv , a«r ar , £>«^ .i , 

Vergldclil man diese beideo Gleidaungep mit eumiider, «0 sieht nm, <hb 
irem siob, ine bewiesen worden, die 3« GrSboi «^, y^ Xj r^pe^tive 

irie die SaGrOfsen --.5— ■> rr-sr"» rr«-5r- Terhalfcn, die 3« Grßlsea 

I —«TTr» — .. j— auch rcspedore glddi 



■eb mwHHm; weldiesdie 3/i6l«ohttnjgen giebt: 

. 1 Btr , i BP- , i 5r,r 

***^-^» y*=';s;*T^» **~;;^-i?^* 

DSflTerenliiK man diese Gleidinngen anb neu«, und setzt in den DiflRnren« 
tiden tSet xt^y'ii «{die vorstebenden Wertfae, so eriiStt man; 

_ d*«j _ « 1 r B^r , Br , a*r ar , a«r ari 
«. dv« _ ^ i r a«r ar . a^r ar , a*r' ari 
^d««*_- i r B*r Br,B*r Bv.B*r ari 

in weloheo Sommen i unvcrilndert bleibt, während h Ae Werthe 1, 2, .... n 
erbfflt. Die AnsdrSdLe rediter Band sind bier die partiellen Differöitial* 
qootienten dea jkaidmcks 

»il(IS)'+0'+OI -''-*, 

üMh »if Xi, Zi genonuneB« Blan kana diher dafSr die cfnfadierea Aus« 
iMoke aeteMs 

•rf«* dapi^ ^ dl* rVf' *dl* dzi^ . 

weldieB die 20 beweisenden Gleidrangen und« 

In den Anwendungen sdieint die Fuaotion S dann Torzugswene 
brancbbar^ wenn fie KrSftefunetion Ü die Zeit t andi explicite ihVolVIrf« 
Dagi^en bietet die Function V und die gleidizeitige Einliihraog der ^hröfse 
H statt der Zeit t grobe Vortbeile in dem bSufiger vorkommenden Fall^ 
wo ü eine btoCse Function der Coordinaten ist. Denn da in diesem lets« 
tern Falle^ vermittelst des Satzes von der Erhaltung der lotendigen Kraft 
H eiue Gonstante wird^ so enthält die partielle Differentialgleichung mne 
TMiAile'mid dto so suchende vollstind^ LSsung efaie willkiihrlicbe Cön« 



S. ae,J. Jm96hU ««r ThfiarU d«r ftuHAn D^tnMtUfgJMimsm» :|tT 



iiaife weniger« > IKa FunotSMi F, ynUb» ^amÜtM mu ErfinJüig der 
■fdhtgniHeea iBtegwIgleioiimigea der BewBgjWf Ibcder^ imd wAkfae gMeb* 
Mi^ s^fralM». perite^lea D iflewulial gle l cti Mig B U ' *e^Mter ' Ore l pii»g. fipgggtt 
aHl^Jbei ddfer bier noeh den weseatliaiieafladktheit, deb eie euMGrSbe 
n^ ab nOtbig ist «otbSIt, oändkb «nlser i and den 3« CoeidhMilen 
noflh ibr« 3a AnfangswÄrthe» wibrend OMn aar,iifsnid',eiBe fiS* 
eong der eben parfiBnen Oiflferootialgleidunig bnnidit^,;^lobe «o^^A 
und den 3a CooriBn^tett 3 n— t wüMbrliclio Consfaipten «ntÜill* 

• • *' t . w« ' • 

:•■ * • ;. :»• • <.»fj»! ,• • . ■: - • v.l. . • . .: ;.. i\ t ■• ,' .-» 

Wenn die Krafkeftinction die SfititJ, «leht. f^KpüpSto eM^t^.. fO 
kann man ans den DifferentieIgMobuDgen der Bewegung die ürt>&e t 
leicbt be rau— e hiff en» indem man sie als eih System vnn 6n— 1 Differen« 
ttBi^leidftihigM^')ttslä(< Ch^dnuof swiMbni' den 6h 'TartiftiBKi *i/'y'.i'^>'%ö 
y„ a^ dintdlC* Nennt man nSmüdi 70 ft» •••• ^m die CoiMrdiililen' der 
HPÄMiei -fl, iji, • * • . f^ lAre niob Um C9bordÜUlni*iJebien' -^aeriegten 
vnd l a yuK r e' «k ibtüp Hama mullipiRBMen tSeecbwiaifdigkeitan, «lo'fc^ * 
man ^ D ito pe n ri rfg^fiBbun gen- der BMr^ung« 

durah dkr FkopMion daiMlelleB: 

rff»:rffai»««8df3,trf^l:irfi...itrffto ■«* ' ' 

• ' <- •' t . •• . 1 , dv »tr- ■ \9v-* ■'■■■. .r.\ rsu 
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WO Tül^^W Ct0fa ii C fr»:j^».^jtf ^ f(M|flt«^brei^ die stob IMiT I^MWnliiiflfiij^« 
Mt B«««teii li«iih«f ^^^ d|0«i».>Pf|Mlin gleiqh «kt^tno nod. 

OieM PMporliwrf«tri|t.4ie 11^^ 6u^iGlUidmg90i^Zß» 

ier GkiduiDgea, to wie dep Tari^lieley kfum eberjiodi um eine Terrin« 
gert werden^ wenn maa^dwob dm 'iid ^eMiteii Falle geltendeo Satü 
der leiieMHM*lt»i^' ;./ ;,^ ■'.?;•;,•>:*• -<Y.ntU - •^:-m;:v- • - .if:^i i, ri 

'^ifiNT d^ HWiÜbÜkk^dintritlrt» fla» ttib ^dieftc CfeSchmigeQ röllrfftidl|'Vli. 
trgrirt, und dadurch alle Gn Yariabeln fi, f,» •••* 7m> ^rt '7i> '• ^•'* '^U 
dardi rine.'^v3Mi.dntisn,.:a*:B.-jri anygi^ndtt^'io erhalt gamachlieftürfi die 
2Seit durob eine.Onadratär.'Terqiittelst.dqr GleiäHmg^t 



t(Arr+;i.f?..;i,if.^5 



'V («.^m « 



M.i ' '» 



1'tti ili« von HamiltoH 8ii|{egelieoe Function F xii (luden, bnuebt man 
flieie Quadcstur nicht auszufuhceiit Bondem erhfilt nie ohne t m kiommo^ 
«Mnittelbar durah «qv (^nadraliir,' "wenn mata die 6/tYariabefai fit 73» #•• 
'•• ^«'it ?i> ft!» •••• ?9>f durrii.eine Ton ibuen angedrfickt bak Man Iwan 
BiiariMi die Funotion 

aodi io dtntdlai 

wn irddmD Ausdrwok / ganz heraiugegaogeo iit Wem f * deo Werlb 
TOD f t fir /«bO bedeute^ to dab 

veiaohwMidet* , 

Dm fiir / «agegebeae Integral ist dn partielle Differential dea <Br 
^.^ffundeneoy naoli h geBommen» wie sich aua der GkiolMi^: , 

Jh ' 
ergiebt« Dureb aoldie partidle Differentiatioa einea Integnie nadi einer 
Conataate kommt man in der Regel wieder auf ein neues IntegraL Es 
glebt aber einen aehr bemeriieaswertben FaD, welcber . aueb unter andern 
der Fall dea WeHs^ema ist. In welohem beide Integrale t und F unmit- 
ietttar auf einander aurSdi(gelabtt werden können. Diea irtdarFall^ wenn 
db KrfifteAnielioB eine bomoga^e Funotioa der CeordiaalM-%1» 

Es ael dfo KrMlelbnalie« V ebM Funotioo der 39 Contdinajeii 
d^» ^} % von der Dimensioa f , aa bat man bekannlliabf 

fnd daber TaraAtdst der OiffiRealWigleiebnnfeD der Btmegmgß. 

Der loafank Unkar Band wird ein volbtfindfgea DiflimBtial^ wami nao 
dun die lebeadiige Kraft 

adArt. Maa arbSIt dann dureb Integration von ^ as OTbüi /ä '/' ; 



t • » 



& a e, /• Jm9ohi, zur Thtürtt itr pmÜtBrn D^^HtmtUI^$Ükm8m> |10 
El kt aber mdtneSUt 

4 

WM now 

wdobet die Gleiobiiog ist, Termittelst weloher <Iie FiutctioMn V und t 
auf dnandcr zorndigefShrt werden« Man kann aas dieser Formol, da 
der Tiiea Unker Band ein volktSndIges OÜfereofial trt, auch aodi das 
alNniaüae Integial ' 

fVit 

finden» Seist inan 



y 



nnd nennt A», JR^ ^ Anfiuigswerthe von i^ A', ap kann nwi die Tor- 
stebende Gleiohnng auch so schrmben : 

worana durch Integration t 

F8r den Fall des WebsTstems irt iS» Krüftefunotlon V tob dar IKoieB- 
sion —1« und didier «&=-> 1. Man hat daher ISr diesen Fifl: 

WeoB die KrSfteftioctloQ von dir Dimrasion «—9 M^ to kann man ver- 
mitleht der vorstellenden Formefai niehl mehr An Vonetfon f^ mf^ie 
Fonolion / surackfahrcn^ weil dann rs8-^2, und didier der in V multi- 
pGchte Term VeiMhwüidet» In diesem besooderea Flidle hat man aber 
zwei neue Integrale der Differentia^leiehnngeo dar Bewegjongt 

Ä'— TT « 4/i/, Ä— Ä„--Ä;[f SS 2Ä/«, 
wehdie zwirf vnllKlilniiche Gonstanten /7,„ R^ entbaKen; Es ist dies der ^ 
Fal^ WiMiB «hft Sjrstem materieÜBr Pnnet» i^figeDsÄ^tt'Afa^fehMgett'ttä^^^ 
terworfett Ktv die «ich wie die Kuben diilr Dtstansen veAalteb.' ' ' ' i 'i ; \ 

Setzt mwiCnr rdeu Ausdruck^ ... ,, ^ . .. """' 



**5 a:^ 



^V . ■■':■ ■!<'!, •..;! .vi'' »u;.?-, . n:«^ 



so bat man nadb den obwon Forinnehk: ' \~ ^ 
woraus durah Inti^g^öii nach A.' ;_..... 



wo IT ^e Ton h wnaMigng^ GtÖbe kc Keniit man dälier ^ f^r/(||ben, 
speddleB Werth tob il» «•& ßg. kesQ^ whaua pua» V. |nd^ «Nnli la« 
tegration nadi h ftitak Ist «ss— i, do Wird <ffie obigi FmimI: 

'■':. ....:/;. . 7«'^-^:^ - f >^*-''+^ : ' . \ .: ' • , 

El mufii liier TÜ-^K ^««b ^ AnCttgi« and Eiidwwifce.iw GiaAfaa« 
ten und durdi h ansgedrBokt, und bei ddr lotegrafkn Ut||b;ir alfp('lp«i»^ 
bei gesetzt worden« 

loh will bei fieser Gokgeiihdt socli folgende Beqif^miim U4Pfh> 
fosen« Blaa erhSIt ms den pbigen FonMn das sweN Oiflforen^nle Ton 
A, oadi der Z^ genommen» divoh So 'Ktiftefunolioii •mfedrSdU TOftw 
nrittetf-der^CIekbiingt ■ '' ' •' ''' ' •■- ' ••' ''* ■•• ''•''-' '''•' ' 

oder wenn ts—l> ..«:.••■ .m..^-,: ■,■•••.■. x,,;«;^ • 




Raa|i,:fteer<.bc|uamteBj( waa J^iignm^e ölten «t^wendtoa ,1 

Uroformang k^inn, wenn M dkl Somme A^ Uuumf X, ri.Z,,ßi».Caotf:,.. 

dinafen des sidiwerpiniotes bedeuteiij oder 

dieCifibe dfÄ fcteMoS»«»^ 

oder, wenn r^ die Dptans d» Massen «f| nnd m» bedei|tel^ 

MRt^:Lm,m,rl,+MPCX'+r+Z^, 
wo -man .die Summe anl je swei Pnnote des STsfems ewaandehnen-lMifc 
Der SdiwerpBno^ elfpes SyHM» Vi^rper, welcfa« mir ifann 8i;geqnj||(gqiB j 
Anäebrngen p Off t^ p t S m tiaäf bewegt sioh; g^iobfürm^ in einer (pn t ku 

Urne« ao dals 

"^' X^at + ß, TmByt+ß, ■ Z^aH-^ß, 

Man erbat daher iür diesen BMI» wenn 

Temittelst der ao gtge btf üii PJmJbHMung ,Ton üf^ die CHeNbong 



<ri«/!t 



^•.* 
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WO Y die Geschwindigkeit des Scbwerpunctes bedeutet Substituirt man den 
für das AT^^t^/oitscbe Attraclionsgeselz Statt findenden Ausdruck der Kräfte- 
function ü, wie wir ihn oben gegeben haben, so hat man : 

I)* 

oder, da nach dem Satze von der lebendigen Kraft: 
die Gleichung • 

Der Ausdruck 

ist gleich der Summe der Massen des Systems respective multipHcirt in 
das Quadrat ihrer Dis^tanz von seinem Schwerpunct. Man beweist dies aus 
der vorstehenden Gleichung, indem man den Anfangspifnct der Coordinaten 
im Schwerpunct annimmt, wodurch X=F=Z = 0. Eben so beweist 
man, dafs 

die relative lebendige Kraft um den Schwerpunct ist, d. i. die 
Summe der Masse des Systems, respective multiplicirt in das Quadrat ihrer 
Geschwindigkeit uni seinen Schwerpnnct. Wenn das System stabil ist, so 
darf der Ausdruck: 

während / ins Unendliche wächst, weder unendlich noch werden; woraus 
leicht folgt, dafis sein zweites Differential von keiner Zeit an immer dasselbe 
Zeichen behallen darf. Die beiden Gleichungen: 

lehren also, dafs, wenn die Bewegung um den Schwerpunct des Systems 
stabil sein soll, 1) die Gonslanle 2h — My^ negativ seia mufs, 
d. b. weil 

dafs die relative lebendige Kraft um den Schwerpunct im* 
mer kleiner bleiben mufs, als die doppelte Kräftefanction; 

QitAWt Journal 4. M. Bd. XVU. HftS. 16 
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2) dafs die relative lebendige Kraft um den Schwerpnnct ab^ 
wecbselnd immer gröfser und kleiner werden mufs, als die 
Kräftefunclion; dafs die Krfiftefunclion sowobl ah die relative 
lebendige Kraft abwechselnd gröfser und Iclei-ner werden mnfs 
als die Constante ilfy^ — 2ä. 

Wenn man die lebendige Kraft und die Krfiftefunclion in Reihen nach 
den Cosinus und Sinns von der Zeit proportionalen Winkeln entwickelt, so 
mufs, wenn das System stabil sein soll, die Constante MY^ — 2h der wahre 
constante Term in beiden Reihen sein. Denn ein von diesem verschiedener 
Werlh des constanten Termes würde in dem Ausdruck von 

Terme erzeugen, die in das Quadrat der Zeit mulliplicirt sind, und daher mit 
der Zeit in's Unendliche wachsen. 

7. 
Um das Vorhergehende an einem Beispiel zu erläutern, will ich die 
Function V fflr einen einfachen und vielbehandelten Fall, die elliptische Be- 
wegung eines Planeten angeben. Da man nach dem sogenannten Lambert-' 
sehen Theorem den Ausdruck der Zwischenzeit / durch die Anfangs- und 
Endwerlhe der Coordinaten kennt, so kann man dem vorigen §. zufolge 
auch den Ausdruck fflr V sogleich ohne eine neue Integralion daraus finden. 

Es sei r der radius vector, ^' = ^>^ <1>^ excentrische Anomalie, Tq, r'o, 

Eit die Anfangswerlhe von r, r', E; es sei ferner k^ die anziehende Kraft 
fflr die Raumeinheit, e die Excentricilfit, a die halbe grofse Axe. Setzt man 
mit Gaufs (Theoria rnotus päg.120) 

und fahrt einen neuen Hfllfswinkel h vermittelst der Gleichung 

^cos£r = COSÄ 
ein; setzt man ferner: 

so wird der Ausdruck der Zwischenzeit: 

— / = « — sine — (£'— sin«'). 

Der Satz von der lebendigen Kraft giebl: 
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80 dafs die obige Gonttante h hier -^^ und -^ die KrSftefunetion 17 ist 
Setzt man dtber m der im Torigen i. gdundenm Formel 

tur R, h ihre Werthe^ 
so whfilt man 

Ich habe hier in den AmdrSeken von F, H, h dS» Bbme dee bewegten 
Plaoeten, die eigentUeh alt Factor diese GrSlsen offioirt, de sie aus der 
Reohnin^ beramgeh^ fortgelassen. 

Die bekannten Formeln der eUiptisohen Bewegnng geben, 

und daher 

rr'^ry, « 4r/a.«(8in£— sin£o) 

SS Ait/'a.«sin^«oa(? es 2it/'a.sinf eosA =a it^a(sin«^sm«'}. 

Benutzt man diesen Ausdruck und dm JLaflii«r<sohen Ausdruck der Zeit t, 
so ethSk man für F einen gaus ahoUchen Ausdruck, wie für t, 

V =s *iro[e+8in«— («'+sin*')l. 
welcher sieh tod dem Ausdriioke Ton ^t nur in dem Zeidien der Sinus 

imtertohddet« Nennt man g die Sehne der Balm^ welche den Anfangs- 
und Endpunot veribindet^ 09 hat man nach den ?on Qm(M am angefShiv 
ten Orte gegebenen Formeln: 

wo 

Terroittelst dieser Formeln wird V^ so wie t, durah die Coordioaten des 
Anfang^unotes und Endpnnctes und die greise Aohse ausgedrSdit. Der 
hier gegebene Ausdruck von V kommt mit demjenigen uborein , welchen 
Hamüton auf anderm Wege gefunden hat. 

Warn man in den angegebenoi Ausdruck von F alle Gröfsen an* 
J«er k und a varurt, so erhält man 

SF a=5 2*ir«[co8»if.*e— cos't«'.*0- 

16» 
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Es iMraber 

BflnierkC man diher die CHcnoliang: 

cotengie-ootengf«' « -*|^ « äÜSIp» 

80 eiMRt man 

E&r (bn Neimer kann man in dieMmAnsdniok anfb^a-der (db^gen Formain 
auflh setsfln: 

FShif man &i dien Formel den Ton I>^en radä veetarM r und r„ nbit- 
delen Winkd ein, den wir mit €Untfk 2/ nennen irollen} ao liat man« 

und daher 

3/*oiinff8in§c' « ^^^Crrji 

ffiamaoh erbalten irir ISr die Yariatimi von F den Aiuidmok: 

in weleber Formel man anoh eüien der Ifbikal f, h doreli den andam 
TermiMaliC der Gleüobong 

g BS Sann^iin^ 
velohe sidi aus den obigen Formeln leioht aUelteC, ersetzen kann« 

Der Torstdkende Ausdrude der Taiiation von F ergiebt so^arfi 
die Wertbe der nadi den Coordinaten»Adißen aeriegten Gesohwiadigkei- 
ten dea Anfangs- and Bndpunotes. Man aihUt nBmliob, wann man ^» 
r, r« durah die Coocdinatan ausdruckt, 

dF fcV"a r*""*«j t »-j~-l 



4^s= -~*^— rilZL^ßatnÄ— Z.s!njr1, 



' ■" «17 w«/V-(rr,) 
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Nennt man h die halbe Meine Adiae^ und benwrkt die Ton (kn^ 
ebenfalle gegebene Gleiohung: 

Aiin^ SS 9Snf/'(rr^, 

und seilt den hallien Parameter — - =a /»^ no leitet man am dlteeD For« 
mda aneh aoeb Ukht die folgenden ab^ 

woraus naoh einten RednoHonen: 

neloiie Formeln ioh ihrer BinfeehbeU wegen Unngeiilgt hebe* loh be- 
merke nocb> debile GrSfiMn y- + ^> -^ +^y 7 +$ sMoh tlnd der 

6r8lie 2eo8/ mnl^pVeirt in die Cosinime der Winkd, wdohe die den 
Winkel der raäü veUores ballrfrendA Unie mit den Goordinaten* Ach- 
sen bildet. 

Den lor V gefimdenen Ausdnidk kann man vennittebt der Gleichung 

ar_ ar 2a* ar 

0.5 — 

piSfen. mmmt man die pertieUen IKflforentialen naoh a> so erhUt man 

aus demAuBdmdKe 

F SS iZ-afc-hsinf — («'+sinO] 
die Gletohung: 

Ans den Gleichungen 
folgt aber: 
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w%iijr == — r^» ^^i^srr — — r^^f 

• Ca a ' OQ o ^ 

wodoroh die vorige GloidiuDg sich in folgende verwandelt: 

wos zu beweisen war# 

Die partielle Differentialgleiolitnig ^ auf deren volbtSndtge Integra- 
tion die Bewegung eines sich gegenseitig antddienden and von fissten Pnm>< 
ten angesogenen Systemes Puncto zurfickgeinhrt werden kanni war 

Für nnswn Fall folgt hieraus die partielle Differentialgleiofaung, auf deren 
vollst&ndige Integration die Bew^ung eines Planeten nm die Sonne au- 
räckkommt : 

iI(lf)'+(lf)V©l=4v^^-Ä] = »'(f-fJ- 

Ich will jetzt zeigen I dals der fiir F ang^bene Aasdruc^^ in der Tbat 
dieser partiellen Differentialgleichung Genüge leistete 

Benutzt man nfimlioh die oben für ^^ k—^ ^ gefundenen Wer» 
the» und bemerkt die Gleichungen: 

ap(x~irü) +y (y~yo)+ ^^^^q) == r^— irroOOs2/| sin^ sinA =s X^ 
so erhalt man 

Eb ist Aber 

oder nach dm oben angegebnen Formeln: 

sarn4-Blnr^ tst ■ ~ . -9 — — ^ — », 

und daher 

a(sin^Ä + 8!nV) — ('•— ^oOOs2^) es roOOsV[2-.-^J, 

wodurch man erhKlt; 

ii(if)+a*+©*]=*'[i-Ä]. 



— r»co>2/ l 

r 
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wie reriangt wurde. Gleichzeitig sehn wir auf diese Weise, dafs die fflr 
^'f y'y ^' gegebenen Werthe der Gleichung fflr die lebendige Kraft genflgen. 
Fflr die parabolische Bewegung verschwindet die Constante, die im 
Satze von der Erhaltung der lebendigen Kraft zur Kräftefunclion hinzu- 
kommt, oder es wird m = (x>. Die Winkel «, E^ A, g werden unendlich 

klein, von der Ordnung -^ — Man erhalt daher für diesen Fall aus den 
obigen Formeln: 

ferner 

>V[«-sin€] = i.>V.6^ = [r + To+ri*, 

yV[£' - sina'] = \^iii^k'' = [r+ r^^ p]*, 

wodurch die fflr V und / angegebenen Ausdrflcke folgende Form annehmen: 

' = •??[('•+'•"+<•)*- ('*+'•'•- P)*]' 
welches letztere der bekannte Ausdruck der Zelt in der parabolischen Be- 
wegung eines Kometen ist. Setzt man der Kflrze halber: 

1 I 1 y !__« 

Ar^r.-q)-^ i{r\r,\q)—'^' i{r\r,-q) •(r+r.+p) "^^ 

SO erhalt man hieraus: 

Hmnitton giebt den Ausdrflcken von t und V noch eine besondere Form, 
welche ich ebenfalls hersetzen will. Da nSmIich «' aus s erhalten wird, 
wenn ich — q statt q schreibe , so kann ich den Werth von V so ans- 
drflcken : 

indem ich a, r, r^ als constant und nur q wahrend der Integration als ver- 
änderlich annehme. Da aber 

' 4a ^ 

so wird 

sini«cosi6-^ = jj, 
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und daher 

(i-f C0S^)3- = C08-i«5-= Ä ^^ =5-1/ ! i -Tl l- 

Hieraus folgt: 

r=*r'f-xV-T-]'»»' 

welches die von Uamillon gegebenen AosdrOcke sind. Setzt man in ihnen 
u = oo oder negativ , so erhalt man die Formeln ffir die parabolische oder 
hyperbolische Bewegung. 

a 

Nachdem wir im Vorigen gesehn haben, dafs ffir den Fall der Be* 
wegung eines freien Systemes von n materiellen Pnncten, auf welche nur 
innere Anziehungs- oder Abstofsungskräfte wirken, das System von 3n ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen zweiler Ordnung durch eine einzige par- 
tielle Differentialgleichung vollkommen ersetzt wird, von welcher man nar 
irgend eine vollstindige Lösung zu kennen braucht, so frfigt «ich, welche 
Mittel die heulige Analysis zur Auffindung einer solchen Lösung besitzt, 
und ob durch solche Zurfickfahrung nach den bisherigen Kenntnissen etwas 
gewonnen isl. 

So viel mir bekannt ist, ist alles wesentliche, was man Oher die 
Integralion der partiellen Differentialgleichung erstc^r Ordnung weifs, in 
demjenigen enthalten, was Lagrange darQber in seinen Voriesungen Qber 
die Funclionenrechnung sagt, und in einer Abhandlung von Pfaff' in den 
Abhandlungen der Berliner Akademie der Wissenschaften vom J. 1814. 
Lagrange beschränkt seine Unlersnchurigen auf die partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung z vischen drei Variabein, von denen eine als 
Function der beiden andern, welche als unabhängig befrachtet werden, zu 
bestimmen ist. Die Pfaffiche Methode, welche sich auf die partiellen DU-- 
ferentiaigleichungen erster Ordnung zwischen jeder beliebigen Anzahl Va- 
riabein erstreckte» habe ich im 2ten Bande dieses Journals auf eine etwas 
mehr symmetrische und übersichtliche Art darzustellen gesucht ohne ]e<* 
doch zu derselben elwas wesentlich neues hinzuzufQgen. Pf äff verififsl in 
der angefahrten Abhandlung den von Lagrange eingeschlagenen Weg, des- 
sen Verfolgung für. mehr als drei Variabein seiner Meinung nach unfiber- 
steiglicben Hindernissen unterliegt Er betrachtet die Aufgabe unter eineflfi 
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gans neuen Getiditspimet tb rfnte bttoiiAern Pdf oToer tM alfgemeiMn, 
deren Tollstlndige Lfirang ihm gelingt JSs sei n&mKoh x eine Ibnetfon 
der n TaiL&eln Xgf or«/ • • • • x»f nnd Pif P29 ••• • p» Um neoli. dieeen 
Variabehi genommenen purtidlen DiflBnrentialqpiotienteni s6 ist eine Glei^ 
chung Wim äet Form 

a= ^(^f^Af^f r«*-»4r||9 PtfP2f ••••P^ 

der aUgemeinate Aoadmok einer partieSin Differentialgleiohnng erster Ord« 
nung swisoben n + l Variabdn« Denkt man aiofa vermittebt dieser €3ei- 
diung p^ ab Funotion der fibrigen 2n Gtfifiiett x, ^^ ^tf • « • »^ Xnr pif 
Pif •••• Pm^i bestimmt^ so kommt es daraufan^Aeswisoiien diesen 2/i6r6» 
6en Statt habende Gleieimng 

dM SS pidxg+p2dx^....+p^dx^t'{^p^dx^ 
dordk em Syatism von n Gleidiongen au integrnmu Ist nimlioh x ebe 
Funetion fon Xi^ x^ •••* »m$ M sind «ueh seine nadi diesen 6r8&en ge« 
nommenen partiaBin IMEbrentialquotienten Pif Ptf •••• p» Funcüenen dlet^ 
tefbeui ödes es giebt awbdien den 2a-|*1 Gvölsen x, Xif Xtr • • •• Xn% 
P29 p7f •••• Pm ebe AmaU von n-f-l Gleiehongen, ron denen eine ^ssO 
gegeben ist^ so [dafii aisO| wenn y^rmittelst dieser letatem Gleidiung p^ 
durdi die iibr^en GrGisen ausgedruckt wird^ nodk n Gleiohungen swisoben 
den 2/1 GrSlsen Xf x^ Xtf • • • • ^«9 Pif P29 • • • • p„^i zu finden sind, 
wdobe der vorstehenden Differentialgleiofaung Genüge leisten müssen« Pfi^l" 
betraobtet die al^emdnste Form einer gewobniidien linearen Diflbrentid- 
gleicbung erster Ordnung swisehen 2n Yariabeln x, Xi^ x^f .... jt,«,^, 

fm J£dx^XidXi^.... + X^^idx2^i^ 
in wdcher X, JTii. «.». X,^t beliebige Funotionen dieser 2/i VariUbeln 
smd« Diese reduoirt sidi^auf die Torige I8r den specidlen Fall|, wo 

X„^i « ^114^ • • • • *^^ -^2i|-I '^^ Of 

X X ' X • 

wenn man Sberdles statt — -j^f — 5^, • . • • — j^ dieGröfsei. /»i, /»i, . • • 

. pn, sdireibty Ton denen man Pf,^ P29 •*•• Pn^i nebst Xif Xtp ••#• x^^ 
ab die nnabbSug^mt Variabehi betraditetf nndsp^ ab eine gegebene Func- 
tion densdbeni so dab also die CoeCfidenten pgf pt^ ..... p^^ au gleicher 
2Mt die Stelle' der n— t unabbüngigen Yariabdn x^^^ x^^^f ••-•^»th^v 
vertreten« J^g afdlt sidi aunSchst die Aufgabe^ die 2n Yariabeki ducdi 
eme dersdben|. a; B. jr,«^ und dmA 2ii— 1 andere a^f 0^9 .... a^^^ 
ausndrtidcen,. so diiiby wenn man die gegebene DifierentialgleiiBhttng 

CrfHic't lonnidl d. M. M. XVII. Hit. 2. 17 
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X/ifTV « m |0,!lMi^ +.... + (0,2/1- IVjt,^, 

jsr,i/;v = (i,o)tfr • -I- ....-|-(1,2ä— Drfxa^^i 

Xirfiy == (2,0>rfar + (2^1>rf«i • +••••+ (2,2/i— l)i/ar^^, , 

X^^dN « (2ä— l,0)rfa?+(2/i~l,l)rfarx+ . . . . + • 

Am diesen Gleidnisgen findet man die Verbiiitnisse von ff jrn <f^i^ • • » 
• • • ^^3ii-a- Es sind in ihnen die Tertioalreihen und Horizontalreihen der 
Coeflizienten «respeodve einander sieicb, aber entgegesj^esetati da 

(a,|5) = -((!,ß), 

naob welcher Regel audi die Tenne in der Diagonale alle Tersehwiiide% . da 

(a,ct) = 0; 

ganif wie es der Fall anoh in den lineüren Gleiohnqgen ist^ auf welche 
Lagrange und Paiison in ihren Arbeiten über ifie Tamation der Constan» 
ten in den Problemen der Meehanik gekommen sind* leb habe in die- 
sem Journal am angeführten Orte einige Beiraobtungen über diese Art 
littel[rer Gleichungen angestellt^ welche sich immer mit grolser Leichtig« 
keit auflösen lassen« 

Wenn man für Xf^^i^ Xm\at •*•• ^an-i respective pi^ P2f ... p„^, 
schreibt^ und 

X. ÄS ——1 , Xn^g SB Ä|^.2 • • • • CS Jtjw— 1 'SS^ 

setzte 80 verwandelt sich das aufgestellte System Diflferentielgleichungen In 
folgendes.: 



p^tdN ^ dp^t-^-Jf^dx^, 






» 



"•~^''- 
''*~^''-' 



= — rfx^,— Jj^ dx. 



hm diesen Gleiehuagen eASäk maoi weno maD Für dN veraiittelat der 
ersten überall Jx^ einfahrt^ imd in der (A4-l)tea dxi^ • «• . dx^^, 
dpg^ •••• ip^% vermittelst der nbrig^ GleMinogen eliminirt: 

"'.--•iJr'".. 



".--•I^'". 



tr"" 



Weii?> die g^gtbeno partielle IKflferentialgleloiinng 
isl^ 80 werden 



S 



S^i Bpm gpf 



dxi d(p ^ ^pT 



Die ^ontalhenden Gleidiiuigen rerwandeln sieh daher^ wenn inan der 
Symmetrie wagen ^ neues Differentiale dt einfahrt , in folgende: 



Nflb OD Tieot de tfoirrar 

cf camme om2cuboo830''s4/'3, oh peot ^Ure 

1a ioannfe (jS^'Oy <nn'»« «fant le f 'S.» doaii^ 

itooe AD ^criranl «0^ «n Ben de 8»^ 00 eure 

AfltoelhmBiit, rf l'oo lait id, «8a9(14-J|r*| «I li^ i|i^ !■ fnorfonii»* 
tiOL« OD MO^laoe s por «, 00 antat 

Cela poa^ tf fon feit mra /^3.oot|^} In fimStes de rh i %wtfoii par lap- 
Dort Ji ^lant ^ssiT et $ssO. od obtieodca 



ligig Ez^Bsm' l^o« dooo, oo D inmi faw Dt A If aoMtaa ia h^§mirt^ 

OD a 

Im mteoi fiwQinlei (H.) donneitf 
Ifab OD a tfour^ pha haut 

ptttBOt 

tt) « -^1-3 ♦.ai^ijnsfs « * -^ •^•anRj* 






«he«— >4)«».Bia(H— 3)« 

tfoa ÜB ttn 

lUi 4» t <N«r6 plas baiit «|ti^ 

Oo a dooo oei denjc fonuules g^n^raless 

Lm fonmiles (H'.) dooneiit d« mdmet - - 



.1 



* % , ■ • • > . 

dd(|p|i«s ^^i.t •^lCbi--i ' ®^ 8 • • CM 2 • • 0M • 



.« ^< ^A ^t \ Jilp/> H Vtii ft •» A 4i 

CMa.ffoi« IfifiiiMto (6.) do^ 
dfoA r« fira HB» «liÜnM 



^, .;tf« ^ fefai 5 o>. tinS ft»»dteM ■• 2^^ » id^ ^^^ ^^^i . 
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Inlegratkm ^er partieUen DifferentlalgIriofaiiiigM anter OrdkMnig wenig« 
8t€iis for den Fall von mebr als drei V«r«abeb besitaeot darfo^ ffa bte« 
gration dieser partiellen DiflfSerentialgleiohQng wieder anf die iali^Üan 
der Differentialgleichungen der Bewegung JsurnoknfnraB» Ja et iit die 
Tnllst&ndige Integration der Differentialgleiohnngen der. Bewegung ni^oh 
der von mir auseinandergesesten P/ffjf 'sehen Theorie nur ein erster Sehr H 
snr Integration der partiellen Differentialgleidbung ; indem snfblge Aeser 
Theorie nachher noch eine Reihenfolge von Systemen gewSlynlielier Oiffe» 
rentialgleichuDgen au bilden und jedes vollstttndig n integriren M« Bfan. 
mufii daher im umgekehrten Sinne sageui daCs es ehie wlehtq^e Bemerkung 
UamUtim's ist| dals die Integration der von. ihm aufgestellten partiellen 
Differentialgleichungen nur anf die volbtSndige Integration der Differen» 
tialgleichungen der Bewegung 2ur8ekkommt| und es kemer weitem Inte« 
gration von Sjrstemen gewohnlidier DiSerentialgleiohungen dazo bedarf» 

Diese Bemerkung HamUtan's gewinnt noch dadurch an Wicht^« 
keit| dals sie sich mit LcScbt^keit auf alle partiellen Differential« 
gleichnngen erster Ordnung ausdehnen IBfiit« In der That wird 
man, wenn man die JETmntifdif'sche Methode brfolgt^ wie ich im Fo^en« 
den «eigen willf an dem allgemeinen Resultate gelangen, dals mt Integra» 
tion irgend einer partietl«! DIfoaltialgleichmig awisohen vgend einer Zahl 
Yariabdn die vollstBndige Integration des von 1)^ aufgestellten erileo 
Systems gewiHmlicher Differentialgleidiungen vollkommen hinreicht i und 
man nicht, wie die Bfethpde diese» Analysten fordert nachher nodi eme 
Reihenfolge anderer Systeme von gewöhnlichen IMfcrwtialgleichnngen nach 
einander vollstfindig zu integriren hat« Diese Verallgemeinerung findet sich 
bereits fir den Fall, wo die gesuchte Function sdber in der partiell» 
Differentialgleichung nicht vorkommt, in einten merkwürdigen Formeln 
HmniUtm'n, wenn man nur die in diesen Formeln vorkommenden Zei« 
dien nidit, wie Hamilton thut, auf die Bedeutung, welche sie in der 
Ifecbenik haben, beschrünkt 

9. 
Es sei» wieder x^ x^^ . . . x^ 9i% nnabhSngigsn Yariabefai, x 
irine Functkm derselben, ihre nach diesen Yariabeln genommenen par^ 

tiellen Diflbrentialquotienten, 

Bx . Bx .. '9x 



^ Pip 



P2f 



* t • • 



«» 



P»f 



V» 



4. 



V. 
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mid 

WO h eine Constante is^ die g^ebene partielle Differentialgleicliuiig erater 
Ordnung, Um die Inflation dieser Gleichung zu bewcarkstelligen^ atellt 
jfynyf zqerst xwischen den 2 /i 4* 1 Tariabeln 4^/dPo ^if •••• ^n$ Pit p%^ ••• 
... Pn folgendes Sjnstem von 2/i gewöhnlichen Differentialgleiohungen 
ster Ordnung auf: 



«t» ~ Sjpir ^ '^ dx ^ 'Sf^^^p^dx^ 



4« Cf»' dX OXn^^'^^OX ^ 

wo der IQirse halber: 

l^esetst ist« Aus diesen Glachungen folgt identisch : 

woraus durah Integration ^^=:A) so dafr ein Integral dieser Gleichungen 
die gegebene Gleichung sdber ist. Sind die 2/i=l andttoi Integrale 

WO citf (hf ••»• o^-^ willknhrliche Constanten sind^ welche in denFune- 
tionen Jif J^f • • > • ^ti^ selber nicht mehr Torkommen^ so aeigt Pfi^p 
dafii das TollstSndige Integral der vorgelegten partiellen Differentialgldohung 
dairgestdlt wird durch ein System von n Gleichungen zwischen den Func- 
ttonen Jg^ ui^f •• • • ^tn^ mit ^ willj^iihrlichen Constanten, vermittelst 
welcher man, mit Hinasuziehung der gegebenen Gleichung <^z=zk^ die ge^ 
sudbte Function x nebst ihren partiellen Differentialquotienten Pi$ Pi»***^ Pt, 
durch dTif jT^i, •••• X» ausdrücken kaum Diese /i Gleichungen sind so zu 
bestimmen ^daCi ne mit Hülfe der gegebenen Gleichung ^ssiji der einen 
Differentialgleichung 

dx = Pidxt+p^dx^....'\'p„dx^ 
Genüge leisten, welche in dem aufgestellten Systeme gewöhnlicher Diffe-» 
rentialgteichungen mit enthalten ist» Zu diesem Ende drückt Pfaff' ver- 
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mittelst der Gldohungeo 

(f>SSiA^ ji^SSUiy ^t^^^^f •••• ^2m^^^ih,t^ 

di6 Crr8ui6ii Xif Xtf •.• • • ^mf Pi$ pt9 •••^ Pn durch Xf Jlgf w#2f • • • • ^s»-t 
aus» und zeigt, dab weim man diese Ausdrucke ia die Differentialj^eicbuDg: 

dX S= pläXi'{*P2dX2%»* 0^ Pm^x^ 

substituirti diese nch in eine andere 

verwandelt, in wdclier B^ fi,! ••• • ^an^i btols E^ctionen von jiif 
j#2 f • « • • ^TH'-i ftind. Um diese durch ein System von n Gleichungen mit 
n wilfkührlichen Constanten xu integriren, mu(s er nach einander n— 1 
yenchiedene Systeme gewöhnliohen Differentialgteiohungen, respective xwi^ 
sehen 2/2 — 2, 2/1—4, • • • • und 2 Yariaiieln voUständig integrirad* Die 
Bfamttf ofische Methode, in der Allgemeinheit, deren sie ffih^ is^ aufge&Is^ 
lehrt nun, dals diese Gleichung 

g^r keine wdtere Aufstellung von Differentialgleichungen und Int^ration 
derselhen erfordert, sondern giebt unmittelbar die gesuchten n Gleidiuo- 
cbungen mit n YrillkährHcben Gönstanten, welche ihr Genüge Ihun. Man 
setze n8mlich in den Gleichungen 

für Xf Xif X2f •• •• Xnf Pxf Ptf •••• Pn die Wertbe 

X 5=S 0, X^ ÄS x^ , X^ SS x^ ^ • • • • Xß SS x^ , 
Pi=^P% Pi^^^Pl^ •••• Pm^=^Pl3 

80 kann man vermittelst dieser 2/i—l Gleichungen die GrÖ^- 
fsen jp*, xlf •••• xlf p% p^f •••• Pn durch Oi, 0}, •••• Osm^ aas-* 
drucken« Es seien die für x\f xlf •••• xl gefundenen Werthe: 



*ii = n« («1, 02^ . • ♦ • a3,i«i), 

60 sind die Gleichungen 

X^ SS Ili (ä| , ^29 • • • • ^2»— l) ? 
^t ^^ **« (-^If '^a>*« • • • ^tn^ljf 



Xfg — n^ (^1 , ^2, • • • • ji^ft^g) , 

welche man aus den vorstehenden erbSlt, indem man statt «i. 
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Oai • . . • 094-4 respectiTC ^i, A^^ .... J^^^ seti^t^ die gesuchten 
n Gleichungen zwischen den Grtffsen A^^ J^f « • » • •^an-i mit 
n willkahrlichen Cönstanten x\^ x\^ .... xl^ welche mit der 
gegebenen Gleichung <P = A yerbundeoi der Differential- 
gieicfaung 

dx ^=^ Pidx^^p^dXf^.^p^dx^ 

cder ihrer transformirten 

GenSge leisten^.oder es enthält das System dieser Gleicliun- 
gen die vollständige Ltfsung der Torgelegten partiellen Dif- 
ferentialgleichung. Ber-Beweis hienron ist folgender* 

Yermittelst der Gleichungen 

drucke man Xgf x%f • •• • x^f pif Ptf ..•• pn durdb x und oli^ tts f • • • 
•• • Oon^i ansi und snbsdtuire diese Werthe in die Gleichungen: 

welche dadurdi idendsoh werden nuiMen, eben so wie die aus ihnen (bl. 
gende Glehdiung: 

Nimmt man von dieser letzten das partielle Differoatiale nach euer der 
wiUkührlichen Constanten ttf so erhält man, wenn man mit P multipUcirt 
and zogleioh die übrigen Glddiungen benutzt: 

Nimmt man auch das partielle Differentiale nach a von der Gleichang 

80 erhSlt man 

18 ♦ 
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dpx da / dpa da ■ dp» da 




oder, wenn man die gegebenen DifferoitialglMdiungen zu Hfilfe rufi^ 

dpx 00 * dpa da ^ op» da 

P fdpr dJPx I dpa djPa i dp» d^l 

Idrp da dx da * dx daj 

+ish^+''fe ^p-y^]' 

IKeses in d{e obige Gleichung subsiituirt, ^ebt 

woraus durdi IntegraCion nach x^ von ^ ssO an genonuneni 
wenn der KQrse halber 

gesetzt wirdj wo e die Basis der natSrBdien Logaritbmen bedeutet« 

Betrachtet man die GrSisen tti , Oi ^ • • • • Os»^ eben&Us als rer- 
I Snderlich , wie sie durch die Gldchungen 

bestioimt werden^ so hat man 

dx — \pidx^'\'P2dx2 . . •• + Pmdxn) 

wenn man ^em i unter dem Sunmienzeichen die Werthe 1, 2^ • • • « 3/i— 1 
giebt« Diese Gleichung Verwandelt sich^ da 

^ da?, da?a . dx« -^ 

und für jedes i$ 

d^r fl dar« I Bxn mrr od«? . «dxp^ • « da:^1 

in folgende: 
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oder da 

dxt = SÄ«,, 

dm 

in die Gleichung 

daf—(pidafi^Piäxt...^+q^dXn] 

= -M[p:dx:^pida::....^p:dxi]. 

Aus dieser identischen Gleichung fplgt^ dals die Gleichuug: 

dx^[pidxg^ptdxt....'^p^dx^ = ^ 
in folgende transfbrmirt werden kenn: 

p^'^dxl -^ pldxl^. .. '^ pldxl =s 0, 
welche erfSllt whrdj wenn man die Grölsen x% xlp .. . . xl willkfifar-^ 
liehen Constanfen gleich setzte was der^ n bew^ende Satz war» 

Die hier angewendete AnaljrBis ist genau dieselbe mit derjenigeui 
wodurch Pfi^ m der angefithrten Abhandlung beweist^ dafs die Yerbält^ 
nisse dar 2is— IGrfi&en 

Ton X unahhSn^g sind* AI>er er hat nicht die Bemerkung hinaugefSgt^ 
daft aus diesem Grunde diese Grölsen dra GrSfsen 

proportional gesetat werden können^ wodurch man die transformirte Dil^ 
ferentialgleichung selber findet^ und unmittelbar die n Gleichungen erhillti 
duiscii welche sie erfüllt wird« Ich bttuerke noch^ dab wenn der imTo* 
rigen dem x gegebene besondere Werth or = Unbequemlidikeiten ver^ 
Ursache man dafür jeden andern Zahlenwerth setaen kann# 
Wenn man Termilüelst der Gleichungen 

(P=rAy ^i = ai| ^==0^1 •••» ^^^ = (a^_, 
die Grolsen o^o ^tf •'«»• ^nj Pn Ptf •••• Pn durch x und agp Ot» ••• 
• • • Osf^-i ausdriidct^ so enthalten diese Ausdrucke auch h. JDifferentiirt 
man die Gleichungen: 

ntoh h, 80 erhSlt man, da ▼ermittelst der aafeesteilten Differentialglet- 
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ohunEen* ^ « * 

Am diesen Glddumgen folgt: 



1 + 



T 



MnItipKdrf man diese GleidiUDg teSUt -^^ und integrirt von x ssO his 
«rss«, so ethtitnuui: 

Betrachtet man h auch als reriinderlioby so mu& xn dem oben gefiiode- 
neo Ausdruck von dx, 

da; == pi rfa:»+ Pt dar, . . . . + p. da?» — ilf lp\ dx* + ;»; dx* *...+;»: d«'J 
nodi der Ausdrude 

liinsukommen» Trodorch man erbSlts 

Bexdchnet man durch Jt den Ausdnidc too Ai und dnrdi 4^ den 
Ausdradc von ((>, wenn man glelehseftig jp^bO^ «r,s «?, Pt = Pi Mtaf, 
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und dtmiiiht aas den 2^tt^i GMohntigen 

die 3A6r61keii pi^ p2j •••• pmy plt Plt •••• Ki so erhUt man x ausge- 
drückt dnrch^jii Xi, ..*• ar«» 9% xl^ ..••««, jl^ und die nach dlaen 
6r6isen genonunenen partieOen Bifeentialqaotienten diesea Auidmoka von 
X sind: 

Th ^ r/o Sf?" 
In den beiden in diesen Formeln Torkommenäen Integralen 

/B^ dl» t ix 

7m' P ^ J MP 

sind dfe GrSlsen w% p\ als Constanten an betrachten , und Tennitteht der 
voUstfindigen Integrale der gegebenen gewfihnlioheo DifferentialgjleiQhangen 
alle Tariabeln durch eine ansaudrficken« 

Ich habe im Yorigim als willkfflurlicfae Constanten die Werthe ^er 
Tariabeln (nr or ss angenommen» Man beweist aber eben S0| dafi^ wenn 
man Termittelst der voUstfindigen lotegrale der angegebmen gewöhnlichen 
Differentialgleichungen sfimmtliche Yariabeln durch irgend eine von ihnen 
oder ^e beliebige andere Chrdlse f ausdrückt ^ und mit x'^f x\^ .... a^, 
p[, plf ••••pl die IVerthe too Xf Xif .... Xnt Pu P29 •••• Pm Cur t=zQ 
beieichnet und diese Werthe ebenblla als Tariabd setat: dio Gleichung 
Statt finden wird : 

= M [ds'—p'idx'^pldxl ..... —pldxll + MfJ^dh, 
in welohw wiederum 

Wenn die gegebene partielie Dil^»ntialg|eichaag, wie es in den 
Anwendungen auf die Hecbamk der Fall i»t, die unbekannte Funotioo x 
nicht enthalt, ist 

und daher 

Jf s 1. 




1,1)11 
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Das System gewöboUdier Differentialgleicbuiigen . redudrt sich dann auf 
folgendes System: 

^pt*3ps ***'3p«* 0*7* 3«» "" 3*11' ^ 
welches eine Gldohung und dne Variable «weniger entbiflt. Hat man 
dieses System voUstHndig int^grirt, und alle Yarlabeln «1, pi dnrdi eine 
Ton ilinen, x.B. Xt^ und 2n— 1 wUIkShrliche Censtanten ausgedrSdit, sa 
m^liKlt man x durch eine blolse Quadratur Termittebt 

wo a äne neue iHQkfihrliohe Gonatante bt, welobe in den Aosdriioken 
Ton »yi a>9y. *. . ttnt Pn /*>>>••• Pm durdi ar^ niplit Twkomnat* Bedeuten 
Jetst »\, «t t • • •• «t» /'x* ?•>••*• ?» ^10 Werthe^ welche diese AusdrSeke 
fKr dP s= annehnieni und in weldien d}en&lla a nicht Torkomm^ so et- 
hält man, da x^ssO und Jlfssl, aus der obigen aügem^en Formel 

dxsspidXi + pzdXi . . . ' -^ Pndx»'-[plda^^'^pldx', .»». -ji- pldxt] 

WO 

gesetzt bt« Diese ^e Gleichung giebt : 



dx o dx 



dx ^^^ 






ÖX Y^i gXf 

^ V 3£ 

Wenn man durch Einführung dnes Elementes dt den gewöhnlichen Dif> 
ferenfialgleichungen die Form giebt^ die aie in den Problemen der Mecha- 
nik haben: 



8. C« 0. /» Jaoobip tur Theorte der partiellen Bifferentialgleichyjngen. 145 

d9% d<p dpr da> 

iit "" dpr* ät dx/ 

dXm dw dpx dw 

p ■ ■■ ■ 235» V ■ ■ • ■■ * ■■■ sss '•■^ « a" ■*■ « 

dt dp»' dt a«,» 



dJn , B«p dpn _. 3?» 

dt dpT* dt a»«' 

rf# — *^* 

SO erhält man, nachdem man die Gleichungen 

vollständig integrirt, und x^f Xj^ .••« x^^ Pif p^y «... p^ durdi :i?i ausge 
druckt \\z% die Functicnen jp> / durch blofse Quadraturen^ 

wo a} r neue willkuhrliohe Constanten sind. Yen diesen beiden Inte* 
gfalen fst aber eines das partielle Differentiale des andern nach h genom«* 
rnen. Hat man nSmIich durch Integration x gefunden, so hat man den 
obigen Formeln anifolge: 

dx /^*« dxt - , ^ 

^« 57. 
Wenn in (p aufser x noch eine der unabhängigen Variabein, z. B. 

x. fehlt, 80 erhält man noch |^ =" 0; es gdien daher die gewohnli- 
chen Differentialgleiehungen 

dp^ = oder Pn ss Gonst«, 
wodurch sich dieJZahl derselben wieder um 2 reducirt. Sie werden näm- 
lich in diesem Falle 

iXiidx^.%B.äüti^ii dpii dp^.... dp^^ 
dw S0 d9 Bfp ^9 Bw 

5pi »P» vp«-i ^*« ^*a OXfi-i 

In welchen Ausdrucken man Pn als Constante zu betrachten hat» Hat 
man durch Integration dieser Gleichungen dieGrSrscn Xf, x%y . • . . ar-i, 
Pi# />2> • • • • Pn^t durch eine von ihnen ausgedrückt, so giebt eine der 
Gleichungen : 
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dpi da» 

durch blo&e Quadratnr den Werh von «.. Bfan kann aber aooh In dte- 
aam Falle auf Sbnliche Art, wie Hmmilton die Function 3 durch F eiv 
tets^ atlgemeitt die Gl^ohung (P = h selber in eine andere transformiren, 
in welcher die Zahl der unabhSog^en Yariabehi um dne feringer ist. 
Wenn nÜmOch <P weder x noch «. enthlQt, so aeiae man 

wodurdfa 

In dieser CSleiobimg betrachte mao f« ab Constante» wodurch aie deh in 
die GleiAhuDg 

Tcrwanddtf so da6 pi, p%f • • • • Pm^% Ae partiellen DflGMWitialqaotienten 
TOD y nadi »i^ ^%f .••. x^^x genommen werden, mid die gf^ebene par-^ 
tielle Diflerentialgletohang , in welohw ehenfalls p^ als Gonstanle betrach- 
tet wird, eine partMle Diffi^rratialgleichnng für y wird mit nur ii«-I un^ 
abhSngigeu Variabeln Xi » or« , .... s^i • Hat man durch Integration die- 
aer partiellen Differentialgleichung y als Function von j^i, ort, ..\ . x^^i^ 
von n — 1 willkGhrlichen Constanten nnd der Constänte p^^ gefunden , so 
findet man die gesuchte Function x dadurch , dab man fai der Gleichung 

^^y + Pm^ 
die Grfifte p« fermittelst der Gleichung 

elimfnirt» Man kann Xn um eine willkuhrliche Conttante rermehren, wo- 
durch Xf wie es fnr eine vollständige L^ng nuth% ist, n wülknhriidie 
Constanten erhalte 

Wir haben im Vorhergehenden gesehen, wie man durch die Inte-- 
grafion eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen eine vollstSo*- 
dige Losung einer vorgelegten partiellen Differentialgleichong erster Ord- 
nung Coden kann«' Ich will jetzt aseigen, wie man umgekehrt aus irgend 
einer vollstSndigen LSsung die vollständigen Integrale des Systeme ge- 
wShnlicher Differentialgleicfaungen ableiten kann« 



8. C G, /. JaooHt zur Thearif «kr partMItn D^^matiale^etäamgtm 147 

Kennt man dnen AnsdrtHdL von « diirdi >ri , aftf •••• ^*9 vAtn vtüU 
kubrlichen Cottsteuten a,, «b» • • • • «».» veldher der gegebeneo partieU« 
Oiffereatialgleioboog (p es A GenSge laistet, ao bilde man dte /i«— 1 6M<* 
cbuDgen, weldie aioh doroh die Prt^rtion darateUra lasaen . 

wo ßt, ß%f" ß« Mue wUlkiihrUob^ Conatautoa aein, & aBai^, da. nm 
ihre TerbältnisBe in Beohnung koauneo, nur die Stelle von «•— t wfllkShr- 
liobcn Constanten rertreten. Fiilirt man dne ncae GriUae M eiBy ao kam 
man diese Proportion dnrdi daa Sjnttm Gieidiuttgea eraetno: 

Durch diese GletcbuDgen iind die a 4-2 Grüben x, ^Ti, »^^ .... ^„| M 
ab FunotioDeo von einer unter ihnen gegeben« Differentiirt man ebe die- 
ser Gleichungen 

und set£t fnr 0. den aus dieser Gleiebung getogeiien Wertb^ so erlimtinan: 
oder wenn man 

Qx . ■ Bsß dx 

m 

setzt, die Gleicliungt 

S 

Die gegebene IHfferentialgleiobnng (P es A mnlay wenn man darin fiir x 
einen gegebenen Werth und die daraus dürdi partielle Differentiation nach 
»1, SP»» •••• *• "* ergebenden Wertbe Ton ^„ />„ .... p„ setst, eme 
zwisobea den GrSbeo Xi, Xtf ••.• x»i Ki» Oti .».^ a^i A identisdi Statt 
findende Gleichung wecden. Nioamt man ihr partielles Diffcrwtial nach 
«,. so erbSIt man: 

Vergldeht man die xwri Systeme Ton n Gleiohuagen, welehe sieh aus 
dieser und der ▼orbergehenden GIridiung ergeben, wenn man darin für i 

yrfM^ Wertbe 1, '2 " Mt^t *^ «riialt man die Proportionr 

19» 
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M •»^f»*t a»n — ^^Tp^^Tpl tf^^ 

weldie man auch, da 

dx SS pf^ dxi 4* fh ^^ • • • • *r Pü dSß 9 
doroh die Gleichungen darstellen kann: 

p dx^ d<p p d»t B^ p dxn ddp 

dm Wfl ^ dx öp^ I . • • . ^^ ^p^ > 

WO Wieder 

gesetzt ht« Differenturt man ferner die Gldchang ^ssA naoh v,t und 
setzt in dem DifferenHale : 

SO eriiült man 

oder wenn man In diese Gleichung die Torhin erhaltenen Werfhe 

substitnirty die Gleidiung: 

Wir haben so umgekehrt aus den 2 /t Gleichungen: 

dar öä* ^3p 

die 2« Differentialgleiohuogen 

dx dpi ^ dx dxi dx ^* 

bgeleiteti und da jene Gleichungen 2n willkiibrliche Constanteni nHmlich 
A^ dj ^ Oa 9 • ' « • Oh und die Verhältnisse von j3| , ^9 • • • • ß^ enthalten^ so 
sind sie zugleich die vollständigen Integrale dieser Differentialgleichungen» 

IL 

Man kann die letztere Analysis auch auf die allgdnieinere Untere 
suchüng ausdehnen, unter welche Pfo/]^ die Integration der partiellen Dif« 
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ferenlialgleichutigen erster Ordnung mit einbegreift^ und zeigen^ dafs wenn 
irgend ein System von n Gleichungen mit n wiUicuhrlichen Constanten ge- 
geben ist, welohes der Differentialgleichung. 

s=s JTi dsi'^* X^dxt • t • • •f» J^ dx%n 

Geniige leistet^ man daraus die vollständigen Integrale des von Pfaff auf* 
gestellten und oben mitgetheflten Systems von 2n^i gewöhnlichen Dif- 
ferentialgleichungen ableiten kann % Durch das gegebene System 
von /i Gleichungen drücke man nHmlicb xti, a^2i ••••^« durch 
:r»fi9 x^ty •••• ^7n und durch die n wiUkiirlichen Gpnstantcny 
die wir c&t, Os» •«•« On nennen wollen^ aus^ und bilde die Glei- 
chungen: 



da, "^ * dttx *^ *aät 

Xj^ + Jt, ^....-I-A^^-I-Jlfß, == 0, 



in welchen ßu ß%f .... ßn neue willkilhrlicheConstanten sind, 
welche aber nur dIeStelle Ton n-^i vertreten^ da hier allein 
ihre VerhSltnisse in Rochnung kommen^ so werden diese 
Gleichungen^ welche nach Elimination der neu eingeführten 
GrSfse if-die Stelle von ii~l Gleichungen vertreten^ in Ver- 
bindung mit den gegebenen ^Gleichungen^ die vollstOndigen 
Integrale des von Pfa// aufgestellten Systems gewdhnlieher 
Differentialgleichungen sein» mit 2ii— -1 willkOhrlichen Con- 
stanten, nSmlich den n willkührlichen Constanten Oti o«, ««^ 
...a^ und den /i~l Verhfiltnissen der willkUhrllohen Gon- 
stauten ßn ßiy •»•• ß»« Itfan beweist dieses Theorem wie folgta 

Da die durch die gegebenen n Gleichungen bestimmten Ausdrucke 
von Xi, xty •••• ^n durch x^^i , Xnj^ 9 •.•. x^ und die n willkührlichen 
Coostanten der Gleichung: 

X| dxx •^•-^ dx2 • • • • ^X^n dxtm *=s 
genügen sollen y ^ Riufs man die Gleichungen haben : 

*) Statt X in den oben milgelheilten Formdo ist hier x^ gesebritben. 
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Man denke lioh jetat yermiUebt der n Gloidiungen 

« 

die /2-f 1 Gritben ^m^% ^m^tf •••• ^i»» •Af durch eine von iboen^ z. B» 
durch Mj ausgedruckt^ wodurch diese 6r5lien und daher auch »i^ Xtj . . . 

.. * Xn Functionen von M^ von cto Oa» • • • • «i. 9 und von ßty ßt^ ß^ 

werden« Die auf diese Annahme sich beziehenden partieileQ Differential* 
quotienten werde ich der Unteraoheidong wegen in Klammern einschlie- 
laen, wShrend die partiellen Differentialquotienten ohne Klammem sieh 
auf die Annahme beliehen^ daCs Sif »2$ •••• ^» ds Fundionen von x^^^j 
^«^9 »••••^>^f aifdat*«««^ betrachlet werden« Man hat demnach : 



oder: 



-i»A-x.,.(*^)-x^.{^)...._x,.(^) 



Oiflerenturt man dieie Gleichung naob M, so erhalt man •. 



+ *(^R^ + *(5sli)-+ 3i.(5^) +ft - a 
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Es folgt ferner aus der Gleichung 

wenn man alle GrSfaeo aU Funotionen von M betraohtet : 

*'(is)+*(is)--+«-(iw)=«- 

p!ff«renliirt man diMo Gleiohung moh «{»so erbalt man: 

wodurch siöh die obige Gleichung, wenn man sie mit ^Af multiplicirt| 
in folgende ▼ erwandelt : 

«.(||.)+.ijr.(||f)....+-x4^) 

Blimfaiirt man aus dieser Gleiehung 0| vermittelst der Gleichung: 

Setrt man, wie erlaubt fat, ^, » 1, ao erbfilt man durcb die näm- 
Analjnt abnUobe Formeln, wie fiir a^, auoh fiir die a~ i andern 
Constanten 0, , ß, ».... |3._| . Zurdnlerst hat man: 

k 3^ + JE, ^. . . . + S. j?2l] (^) 



= -K(^)+M^)--+-«.(^). 
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oder 

DifferentUrt man diese Gleichung nach JU und die Gleidiung 

nach ßiy und sieht beide Resultate von einander ab^ so erhSIt man naoh 
MnttipKcation mit dM: 

von welcher CSIelohung wir» um ihr dieselbe F(H*ni mit der Gleichang zu 
geben, die wir 10 Bezug auf «tt gefunden hatten, die Gleichung: 

mit ^ multipUcir^ ab»elm wollen, wodurch man erhfilt: 

yfir wollen in dieser Glrfchun^ so wie in der oben gefundenen Shnlicben, 
auf ai bezüglichen, fSr die partiellen Differentialen 

ihre entwickelteii Werthe 

/a A-A an /a»A . ax» /a«.\ , ax» /a«ta\ 

setzen, und die Gleichungen naoh den GrSfgen 

(|£»), (1^) 

ordnen^ so verwandeln sie sich in folgende: 

= =^.(5f) + '"'(lt)--+'''"(^)' 



wo 
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7; = ^x.-.[|^rf,,+ |^rf.,....+||i^.J-.£i^^ 



MuUipticirt lUMi dÜM« 61eiohtii^«a mit <ldPi , dx-, , . . . . Jor,. , und addürC 
»ie, so beben iioliy dm 

Xidsi-^ X2 adTs* ««•-!* Xj, dxp, sss 0, 

5^ ^*» + ^ ''*«'••• + 9^ ''*?- ~ ^^^* 
alle Tonne reofator Hand forty wodurab mm die Gleiobong «hSH; 

7; 4*1 + ^, <r*a . , . . + ^*. 4**, » (\ 
weloba man inob ao adMbeii kann; 

Ja wir io den vont^enden Formelo alle GtüSien Xu Xtf.» • .r2„ ali 
FaootioDeD Uob von einer Gvoüb. M^ und ai^ otst» # «•« ttkit l?if i^^t •» • 
.../?, ^« als Constanten betrachten, was ioh düreh den Gebmueh der Che« 
rakteristik ß andeute« Aus den 2 n Gleiahungen, namlioh den n Gleiobungeo : 

»•.(ilf) + 'i(lg)""+2'-{^)-* 

_ • 

deo /i-^ttteudmnijen 

und der 61ekdniu|s 

tdgea die J^nGIaobungeii 

7\ s» 0, 7; =B 0, 7;, = 0, 

w^die mit den lys^sohen Di^ferentialgleiofanngen iib^reinkonuneoi wie 

kb sie oben anfgeilettt hab«^ wem man In ihnen -^ ttatt dN und X,,, 
a^M rdr ^, « sebEt. 

Oafii nan ans ifin, 7n angegebenen Gleidiungen die Gld^ngen 

7; » 0, ' Ti «>, 7»». « 

feigem ktno. Utfst «i|Dbx> iHe fotgt, beweisen. Blan betraobte gleich. 

20 
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Mitig «19 Osf • •/ • €L^j ßn ßif • • •• V^tf J^ ^jUm Tariabeln» to wM 
durah die mndben diesen Grolsen und den 2 /i Groben Xg^ s^^ .... x^^ 
nnfgerteUten Gleioboogen keine Relation zwinchen diesen letztem allein 
gegdken^ aondern ne ze^en nur^ wie das eine System von 2/i Yariabelo 
sidi durch das andere System von 2n Variabelo ausdrnd^en ISlst« Man 
bezeichne beliebige Yariationen der GrSisen x^f Xtf • . . . Xin mit ix^f 
Sx2f •••. 8x2Mt ^ Ton einander onabhäng^ aindi da zwischen den GrS» 
Isen Xi^ Xff •••• X2H selber keine Rdation Statt finden soll« Smd 9ck9 
Sa2, .... ia^f Sßiy Sßi, •••. Sßm^is 8^ ^ entsprechenden Yariattooep 
der Yariabelo a^ Oit •••• ec^» ßit ß^$ •••• ß^^f ^f «o hat man: 

BCol^lidrt man dthtr die 2 /i Gleichungen ^ die wir gefunden haben : 

^•^)+»'-^)--+''-(3a)-» 

r«>pealive mit ^a», ^Ot, .... $0^,9 9ßi, ißt, •••. J^* ^ Jf» oai «4» 
dirt lie^ so eriiult man: 
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hSoffgfi Tamtiimen mnä, nicht anders besteh» kann^ ab wenn 

T^csO, 7;=i0, .... T^=^0, 
was ZQ beweisen war« 

DaCb man auf die angegebene Art p wenn man der Glaobung 

Xi dxi -f* JCj dxj « . • . *4" X^ dx^M ^^ 
duroh irgend dn System von n Gleiobungen mit n wiUkiihrliQheQ.CoostaQ» 
ten genügen kann, immer auch die volistandigen Integrale der von Pfaff 
anfgeatdlten gewöhnlidien DiSerentialg^eiehungen erhält^ lüfst sieh aueh 
durük Mgoade Betfnebtnngen einsdmi» Man iSse die n GMdmngen naeb 
den n wiDkubrfidien Constanten auf» so dafii sie die Eorm erbattani 

•^1 **Äif ^i^^<^% .... ji^ =» %g ) 
wo dgf a^f •••• OLm die willknhrliohen Gonstanten sind und in Ji ^ J^^ ... 
. • . ^« mobt mehr Yorkommen. Sollen diese Gleichungen der Differen- 
tialgleichung 

%l dXi + X2 dXt ••••-(- X.2n dx2m ~ 

genügen^ so muls es n MuUipUcatorea Z/i , ü^^ • ^ . . Ü^ g^ben, vermittelst 
welcher identich 

-Xi dxi^ -J- X^ dxx • . . . + Xj„ ddp,. = JJi dAi^'\'Ui dA^ ..»••+- üi^ dA^^ 
wird, da der Ausdruck linker Hand vom Gleiobheitss^chen verschwinden soll, 
wenn A^^ A^^. .. . A^ willkübrliche Constanten werden« Denkt man sich 
^if ^29 •••• ^11 durch Aip A2P •.•• A^^ ^iH-ii ^n^i9 •• *• ^2» ausgedruckt, 
so erbalt man hieraus: 



TT "V ^^X I. V" ^^» t Y" ^**'-' 



0C2n , 

9 



Ans der von P/^jf selber gegebenen Analysit folgt, dals wenn man auf 
irgend eme Art die Gleichung 

= Xx dxi •{• Xidx^ .•.•-!" Xin dx^n 
in eine andere zwischen nur 2/i— 1 Tariabohi transformiren kann, diese 
wiUknhrUcben Constanten gleich gesetzt, die vollständigen Integrale seiner 
gewöhnlidien DiflEarentialgleicbuogen geben. Nun haben wir aber 
0i=iX^dxi'^X2ßx2.f.,'\'X2Mdx2n^^t^idAi+U2dA^.... + U,,dA^^ 

**^ TT IT TT 

wälches eine Diflbrentialgl^chung zwischen nur 2^ — 1 Variajbein 

V*l> !*»#•••• ^^üf -^1 T^f • • •, • Un 

ist« Diese willkahrlkbeii Const^nten gldch gesetzt, müssen daher die voll«- 
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btiindigen Integrale des Pfaffschen Systems gewChnlidier Diffinmitialglei 
cbungen seio; sie kommen aber genau mit den 2/i««-l Gi^diangen fiber« 
eia^ wie ich sie oben aufgestellt hahf • 

12. 

hh babe oben bemerkt^ dafii es in der von Pfaf^ zur Integration 

der Gleiehung 

Xi dxi »J- X^ dxz •••••!- X^ ds^^ S5S 

Torgesdilagenen Methode, ein Uebelstand sei^ dab man von den steh eiiH 

ander am integrirenden Systemen gewöhnliidier Diflferentialgleiobnngeii nur 

das erste wirklich au&tellen kanu^ und fnr die andern Systeme nw die 

Art angeben kano^ wie man sie^ wenn man die vorhergehenden rdlstSn* 

dig infegrirt hat, zn bilden hat» In der That ist klar^ dafii es hierdurch 

unmöglich fuUt, das Ganze der Aufgabe zu übersehen« Für den beson« 

dern Fall, welcher die Integration der partiellen Differentialgleichnngen er* 

ster Ordnung giebt, haben wir gesehen, dab die Integration des ersteo 

dieser Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen voUkommeD ansreicfat^ 

und es der Aubtellung und Integration anderer Systeme nicht weiter be* 

dfirf. Dieser besondere Fall kann als derjenige bezeichnet werdeo, in wel- 

dien von den 2/2GröbenXA, X^f .... X^^ eine Anzahl von n — 1 gleich 

ist« Es sei z« B, 

Xj^^ BS A„^^ , • • • B3 ^2,^ SS 0, 

so dab die zu integrirende Gleichung wird: 

Blan setze: 

so sind Pu P2f • • • * Pn die partiellen DifferentialquotLenten von jr^^i als 
Functionen von x^ ^3 , . . . . x^ betrachtet, und die Elimination der 
n — 1 Groben 0^1,4.29 ^11+39 •••• ^tn ^^us diesen n Gleichui^en giebt die zu 
integrirende partidle Differentialgleichung» Ich will jetzt im Folgenden 
zeigen, dab wenn man die Methode, welcher wir uns for diesen beson« 
dern Fall bedienten, auf die allgemeine Pfaffk^e Differentialgleichung an« 
wendet, man des oben bezeichneten. Uebelstandes ledig werden kann, in- 
dem es dadurch gelingt, mit Leichtigkeit alle zu integrirenden Systeme 
gewöhnlicher Differentialgleichungen aufzustellen, ohne eines derselben 
wirklieh iotegrirt zu haben/ 
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Um hierzu so gelaogeo^ nehme man io den lotc^ralen des von Pfßf 
aufgestellten ersten Systems gewöhnlicher DiSerentialgleidiungen als wilP 
kShrliche Constanten die Werthe^ weldie Xu x^^ •«•. X2n^x fiir X2n^=^0 
annehmen , und die wir mit x\ ^ x\^ • . . i, or^.i besseichnen wollen« Be« 
zeichnet man auch die entsprechenden Werthe von X^ X^^ • • • . X^ jnit 
-^ty -^«9 •••• *^^' *^ erhfiit man Gladiungen von der Form: 

3^4 S= ^ + ^211 51 f ^i =» 3C^ + ^2ii Si > 

^^ = ^a + *2» $^ > -^2 = 3C^ + «"an 2J2 f 



S^2Ji-i *^ ^2n-.l + ^2» C2fi-1 9 ^2» = X^ -f- O^^n Ain 5 

'^^ |i f I2 > • • • • $2»-! > ^i > A2 f • • • • Aiif^ Functionen von opj,, ^ a?* , j?* , • . • 
• •• ^2^-i «Q^i welche fiir Ar2„sO nicht unendlich werden» Suhstituirt 
man diese Werthe von x^^ or, ^ • • • • ara,..! ^ wie sie durch voUst&nd^e In« 
tegration der von lyiijf aufgestdlten gewöhnlichen Differentialgleiohangea 
g^Kmden wttden^ in die Gleidiung: 

s= Xi dxi-^X^ dxt • • • f + ^^ ä^2n 9 
indem man auch die Groben x\^ x\^ . . . . xl^i als unveränderlich he* 
trachtet^ so erhiilt man 

= [x]i^x,„:St]d[x:+x,,i] 



+ [Xl^ +X2nSaM^iJ ä[xl^i-{^Xu^^} 

+ [^ '^^2nS2H}äX2n 

W0| wenn i eme der Zahlen 1^ 3, • • • • 2n — 1 bedeutet^ 

Bi = XI -f- «Sm S* 

"^•^ L^^ SIT? + ^a 5:^ •• •• + ^^^'S^J 

Aber Pfaff' hat bewiesen , dab wenn man vermittelst vollständiger Inte» 
gration der von ihm angestellten gewöhnlichen Differentialgleidiungen die 
Gröfsen Xif x^^ •••• x^n durch eine von ihnen^ z. B« x^n $ und durch die 
2/1— -1 willkürlichen Constanten ausdruckt^ und diese Werthe in den 

Xi dxi -{• X2 dx2 • • • * '^X.'in dx^n 
rabstituirtii indem man die wiUkabrlichen Conatanten eben&Ils «lis verUfi« 
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jler lieb betrachtet, der CoefficieDt Ton äxn yertcbwin^ety und die Yerhalt« 
Diue der Coeffioienteo der Differentialen der if illkiihrlichen Gonstanteo Yon 
Xn unabhängig werden« Da hieraaoh 

ß = 0, 
imd die Veduiltnisso von Si , Sj , • • « • B^n^^ von jr,^ unabhängig %&n wer^ 
den, ao bldben diese YerbSltnisse ongeSndert, wenn in B^ , £21 • * * • B%n^i 
man j^aaSsO setzt, wodurch man erhalt: 

oder, wenn man einen Multiplioator M einfuhr^ 

Wir sehen also, dals wenn. man statt der Va^iabeln i^i, »%% «•• 
• « • ^TM^iy xin die Variabeln or*, ar*, • • • » ^te^-iy ^2^ einführt, Ter« 
mittelst der Gleichungen 

welche sich durch die vollständige Integration der von Pfaff 
aufgestellten gewOhnlioben Differedtiailgleichungen ergeben, 
die vorgelegte Differentialgleichung 

sich in die Gleichung 

o = x\ ix\-\- XI dx\ .... + jr,Vi rf*!»„, 

verwandelt, oder in eine andere Differentialgleichung mit 
einer Variable weniger, welche aus der gegebenen Differen- 
tialgleichung erbalten wird, wenn man in ihr jr^j^csO setzt, 
und x\^ x\^ ... . dpJL^i fiür Xi, x^f • • . • ^311^1 schreibt» Die Inte* 
gration dieser letztern Gleichung giebt also die Integration 
der vorgelegten, wenn man in ihren Integralgleichungen 
wieder x\f x^f •••• ar^i durch Xif ^9, •••• x^n^i. oTa» vermittelst 
der angegebenen Gleichungen ausdrSckt« 

Nach der lyiijfsciien Methode bat man nun in der Gleichung 
«= Xldx\+Xldxl....+Xl^dxl^, 
ehe der Greisen <, xl^ .... xl^ einer wfllkSbrlichen Constanten gleich 
au setzen; es sei also 

wo tti dne willkSbrliche Constante. Die Differentialgleichiiog wird demnach 

= Xldxl+Xldxl....+Xl^tdxU^^, 
wo in den GfCAeo X? für ir^».! die Constante Oi za setzen ist«. Hat matt 
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diese neue Dffiereotialgleichuiig durah ii*~l Gleichungen mit il«^l wÜU 
kuhrlichen Constanten integrirt^ so füge man die Gleichung 

hmzu^ und drucke vermittelst der Integralgleichungen des ersten Sjstem» 
^i » ^If * * * * ^2»-i durch sp^ Xif •••• Xin aus^ so hat man die n Gieichuo« 
gen mit n ifvillkuhrlichen Constanten ^ welche der vorgelegten DifferentiiA« 
gleichung 

«8 Xidxx+X2djp2 •••• + -^^^2» 
Genüge thun« 

Man kann auf dieaelbo Weise nun wieder die Differentiatgleichm^ 
aof welche dfie vorgelegte redueirt worden ist^ auf eine andere mit 2 Va» 
riahefai wendet reducfareD« Das zu diesem Ende zu int^rirende zweite 
Syatem Differentialgleidiui^en erhält man aus dem ersteui wemi man die 
beideii letzten Gteidmgen desselben fortlafiity ^2i,ea^0^ V2,i:i»s(ti mtz^ 
und fSr 4^, X| schreäC »tf X?. Man eriifilt dann 2n~3 gewühadidie 
Differentialgleiehuogeai zwischen den 2n^^2 yariaheltt < t ^^ r • •'•• ^l,-2* 
Als witlkuhrlidie Constanten nehme man wieder die Werthe von x% 
^If • • • . ^Sn-d ßf ^1^2 = 0, welche wir mit j?^% jp*% .... cc^^ bezeicb- 
nen wollen | und nenne X^^ den entsprechenden Werth von Xf^ so ist 
die Aufgabe darauf zurSdKgeßhrt, die Glefobung 

wdobo aus der vyNPgdegten eilialteQ wird, wenn mm^\x^ tss^^^^s^ 0^ 
jr2«.icsai^ Xtm^^ssctx setzte wo csi, Oa wiUkahrliohe Cönstanten bedeuten, 
und X*% «^ ISr Ji^ jr achreibt, duroh ii«-*261eiehungea mit n— 2 will« 
kiihrlicben Coostanteo m iotegriren» Zu diesen (nge man .die Gleichung 

und drucke ar^^ «^ , # • . . ^t^ vermitteht der Integralgleichungen des 
zweiten STStOM dufcb «i^t ^If •••• «^^ am^ l^ge wieder dieGleiohnng 

^U^ SS % 

hinzu, und drucke jp^f ^Ir^ • • • ^2»^ vermittelst derlntegralglmohungen 
des ersten Systems durch Wif »i^ .... x^ aus, so hat man die n Int^» 
grale der vo i gel e gten Gteidmeg mit n wfliknhrlidiefli Cönstanten» Indem 
man auf Aese Weise fortfährt jede Diffetentia^lmdiung, auf wekhe man 
die vm^degte redneiit betf dadkareh nodi um 2 Yßotiaft^bk zu verrii^ern, 
dsb man eiM YjdaMe 9«0^ eh^ endfKe.cmer w Cenataute 

^eich letzt, koaml man zuVetzt auf eine PifiwentiiMIgieiahung zwbduui 
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nur 2 Variabelo: 

yfo in X| y Xi zu ftetzen ist art, ss ipj„_2 • • * • «^ a?* = 0, a?2ii— i*s a^ ^ a?a«-a ^^ ^ 

tiezeiobnet man daher mit a%f o^ , • • • • a« willkalurliohe C!oiistBDteD| 
ao besteht das ganze Verfahren zur Aufstellung der versehiedenen zu in« 
tegrirenden Systeme gewöhnlicher Differentialgleiehungen im Folgenden« In 
dem oben aufgestellten ersten Systeme gewöhnlieher Diiferentialgleiehungen 
setzt man x%n = 0, x^n^x = o&i , lälst die beiden letzten Gieiohungen fort, 
und schreibt xt^ ^i für Xi^ X;^ wodurdi m«n das zweite System er^ 
halt; in diesem setzt man ^r^sO, x^.,sssat, labt wieder die beiden 
letzten 6leiohunge|i fort, und sdireibt^% X^^ for xU Xi^ wodoreh man 
das 3te System^ erhiilt; m diesem setzt man x^^O, x^^^ssithy KÜst 
wieder die beiden letzten Gleiehungen fort, and aobieibt xr% x;*' fSr ^^i 
Xl""^ wodurdi maa^ das 4te System Oiffereotialgleifihuhgen erhalt ^ und so 
fort; zuletzt kommt JDOin auf die Glaioimng, wdohe daa ^tte Syitem varstell^ 



Labt man x^ t ^ > •••• ^aiinK ^^^^^^^^ bedeuten, welche in, dea 
2m+l Int^ralen des (^-«-m)ten Systems Differenlialgleiohungen ^ ^ 

a^^"^' f .•.. x^^[ für xf^^ acO annehmen, ao geben die sümmtliohen 

Integralgleiehungea der rersiAiedenen Systemoi verbunden nk den Gleiü 
Übungen 

die rerlangte Lfisung. Blan kann nSmlioh in der letzten der n Gleiehungen : 

vermittebt des Integrals der letzten mffinrentialgleiobttng (des nten Systems) 

fl ^ s 

«^' durdi JT^ ~ y »^ » dum ia deo beiden letzteii TerauUdat der drei In- 
tegrale des («— l)ten Sjttemn *f", *f", arf dnroh apf", «J , xf\ 
afl f dann m den drd letaten venmUebt der 5 bilegcale des n — 2ten 
figrvten» DifferenUa^teidrangen d^"~ , «f , »^ , «^ , «^'~ durob x^** , 

«^ , . . . . «'j amdrScken, und so forl&hren, bb man Temrfttebt der 
Integration des Isten Systems Idles m den a GleielMuigsn dnnh 4h n»> 
sprSogUdben Yariabeb xt^ Xt, .... «^ ansgedrSelct bat. 



•>»■ 4 
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Wir haben gesehen, dafs wenn von den 2» Gröfsen X^^ X^^ . . . 

, eine Zahl n — 1 verschwindet, was den Fall der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung giebt, die Integration des Isten Systems 
Differentialgleichungen hinreicht. Wenn eine geringere Zahl n — m fehlen, 

so dafs 

JL| = JCj ....== X^^^ -= 0, 

so brmeht man das obige Verfahren nur so weit fortzusetzen, bis man die 
vorgelegte Differentialgleichung auf eine mit 2 n — 2m -|- 2 Variabein reducirt 
hat, welche die Form haben wird: 

iodem die CoSfficienten von da^ , dxf^ , . • . . dx^i^^ fehlen. Die Inte- 
gration des tuten Systems Differentialgleichungen reicht hin, die it — m-f 1 
Gleichungen zu finden, durch welche dieser Differentialgleichung Genflge ge- 
sebielit,* und man braucht keine Differentialgleichungen weiter zu integriren. 
Man kann sich auch zur Integration der Gleichung 

XidXi'\'XidX2 .... '{■X2ndX2n = 

i 

folgejuder Methode bedienen, welche von der Pfaffhchen verschieden ist. 
Indem man nur Xi and X2 als Variabein betrachtet, kann man durch Inte- 
gration einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung zwischen 

2 Variabein 

X^dx-^-X^dx^ == üdu 

setzen. Betrachtet man auch x^ und x^ als Variabein, so erhält man hierdurch 

Xidxi'\-X2dx2'\-X^dx^'\-X^dx^ =^ UdU'\-lJ' dx^'YVdxj^^ 

wo, wenn man u statt x^^ einfahrt, ü, U', U" Functionen von u, j^s, ^3, 
Xj^ werden. Durch Integration einer partiellen Differentialgleichung erster 
Ordnung zwischen 3 Variabein kann man, wie sich leicht zeigen läfst, diesem 
Ausdruck die Form geben 

UdU'\-V'dx^-\-ü"dx^ = V^dv,^ Farfr,, 

wodurch auch 

Xidxi'\'X2dx2'\'X^dx^'\'X^dx^ = Firfri-f^2^t^2- 

Betrachtet maq noch ^5, x^ als Variabein, so erhält man hierdurch: 

Xidxi'\-X^dx^ . . . . -j-ZerfiTfl = V^dVi'\'V2dv2'\'V^ dXs-\'V^^ dxt'^ , 

wo, wenn man r^, Tj statt x^^ x^ einfährt, F^, F2, F^ V" Functionen 

CreUe*a Jonrnal d. M. Bd. XVII. Hft. 2. 21 
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von Ti, 1^2, a?s9 0^4, x^^ x^ werden. Dem vorstehenden Ausdmck kann 
man durch Integration einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 
zwischen 4 Variabein die Form geben 

wodurch auch 

Xidxi'\'X2dx2. . . .-{-JS^dx^ = Widwi'\- H^2rfw^2+ W^dw^^ 
u. s. w. Fährt man so fort, so erhält man, nachdem man zuerst eine ge- 
wöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung zwischen zwei Variabein, und 
dann hintereinander partielle Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen 
3, 4, .... n Variabein integrirt hat, zuletzt durch Integration einer par- 
tiellen Differentialgleichung erster Ordnung zwischen it-j-l Variabein die ver- 
langten n Gleichungen. Da nach dem oben auseinandergesetzten Verfahren 
eine partielle Differentialgleichung erster Ordnunjg zwischen A-fl Variabein 
die Integration von 2 k — 1 gewöhnlichen Differentialgleichnngen erster Ord- 
nung zwischen 2 A Variabein gefordert, so sieht man, dafs man nach dieser 
Methode eben so viel Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen zwischen 
gleich viel Variabein zu integriren hat, wie nach der früheren Methode. 
Wenn m von den Gröfsen JTji , Xi^ .... Xzn gleich sind , so kann man 
sogleich bei diesem Gange der Operationen mit der Integration einer partiellen 
Differentialgleichung erster Ordnung zwischen »4-2 Variabein anfangen. 
Den 9ten December 1836. 
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9. 

Reeherches analytiques sur les expressions du rapport 
de la cireonference au diam^tre trouv^es par Wallis et 
Brounker ; et sur la th^orie de Tint^grale Eul^rienne 

(Par Mr. JeaH Plana i Turin.) 
(Suite (Id No. 1. dan* le cabier pHcMent.) 



16. 
I^hercbons maintenant Pexpression de ce9 integrales par des produits infinis, 
alnsi qae cela a M fait par EuUr dans le premier Memoire qn'il a publie 
sar ee svjet. 

L'^atien ^(89.) donne 

Donc en combinant cette eqaation avec requation (36.), on aura 

/ 3nq-\-3(p+2n) \ c4ttq+4(p+3n) \ 
^ \ (p+2nHq+3) A (p+3n){q+4) J '"*'• 

Actuellement, si Ton ehange ly en -^ il viendra 

44. r^^dwa-xT" = -(-?^)2»(7-?±fe-T) 

^° \{p+2n)(q + 3n)/ \(p + 3H){q^4n)y 

etc. 
Le second membre de cette dqnation präsente les qaatre variet^s saiyantes 
dans la maniere dontfl peot 6tre 6erit: e» posant poar plns de simplielte 






on a: 



411 /"V-rf-i^.,. ^ P+^ njp-^-q+n) 2n(p+q+2n) 9p(p+q+3n) 
45. y Xaf- dx = -^- (p+„)(,+„) '(p+SnUi+in) (p+3n)(9+3n) 



, 4i»(y+^-f4H) B»(p+g't-&»i) j^ 

• -^ (r+'4»)(f 4.4ii)*0'-f 5f»>(9+M •' 

21* 



->:-^ 



48. 



i * ^-d 
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46 rXaf-'dx - » ^n(P+<l) 3>i(p+7+«) 4n(/>+y+2n) 
4D. J^AX" ax _ p^ (p^„,(^^„j (;, + 2«)(7 + 2/0 (/, + 3«)(7+3n) *'*'•' 

47 rXxP-'dx = l.wtPl^). g»(^-f-f+?h;3MP-^y+gy^ fetc.V' 
*^- y„^^ «* — p ,(p4-«) (7+«)(p+Mr (7+2«)(;,+3«)''"''' 

/"XxP-'dx = < » ''^» 3>^ ' ' '^'^' tc ''"' ' 

7+PP+7+» /> 4-9+2» ^1^ . 
p P+» p+2« • *' 

pourvu qae ces produils soient continoes ä l-'infini. La formale (45.) est la 
plus caracteristique ä Tegard de la fonction de p^ q, n qui represenle cette 
integrale d^finie. C'est par eile que Enter, vers Tannees 1765, a devoile 
les principales proprietes de cette fonction dans un memorable Memoire qu'il 
a pablie dans le 3"" volume des MisceUarua Tattrinengiu. 

La senle inspectioQ de cette formale demontre que,<'POttc uq« möme 
valeur de n on peut echanger les deux exposans p eX q sans fmre variier 
la valeur de cette integrale definie: ce qui fourjtut requatiei^: dcj^P^e par 
(a".) dans le §. precedent. U n'est pas raoins evident que, dans le cas de 

q=^ti, la valeur de celte integrale definie est egale a — . On exprime cette 

propriete par I'dqnatton 

«"". (£-) = (2L) = L. ' . 

Dans le cas general on a, conform^ment a Tequation (45.): 

49 (^ = Pil. ^*(/^ + 7+»0 2n(p+q+2pi) 

• ^q/ pq (p+«)(,+,i) ••(p + 2ti)(ijF+2») ^* ' . 

Donc en changeant /ii en /;-|-y et ^ en r^ on a de mdme 

fP±l\ _ P+9+r' n(r+p+q+n) 2n(r-f /iS-7+^^0 p.^' 
\ r J r(p+q) (,4qr+n)(r+n) '(p + q+2n){r+2H) ^'^• 

Cela pose, si Ton multiplie ces denx ^quations, il viendra 

(P_YP±3\ ^ P + ^+^' n^Jr-^-p + q + n) 4nVr+p + 7+2n) 

Or il eist miinl feste, que h permntaüoii enlra les irois leltres p^^q, f^.ne cil^Qge pa»^ 
le second membre de cette equation: donc ei\ faisant les trois permntations 
deux a denx, dont sont susceptibles les trois lettres p, q, r, nous aurons 

*• (f)('^)=(f)('t:)-(v)(^> . , : 

C'est precisement aiB0i qn^, Müiera decouyar^^ cette ^qnation fondamentale; 
et certes il n*y a aoeofi Bioyen piiis natorel pour rencontrer cette frappante 
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verite, a moins qu'on ne veuille faire preceder r^quatioa (^ß.y dont celle-ci, 
devient alors une consequence immediate. 

La m^me equation (45.) on (49.) ottre une autre consequence fort 
importanfe: ön y faisant //-{-y = ii, on en tire 

} p \ _ J_ y 4n» 9n^ 16h' 

6t !f eät manifeste' pour foat homme qni connatt la transfoffnation 
que Tequätion precedente revient a dire, qne 



50. (_e_) = (^LzE) 



n 



nsm-^ — 



n \ 

Euter, qni tira un si beao parti de la faclorfeile (49.) en etablissant 
par soD moyen requation (£?.) et Tequation (50.)^ observa aussi, quelques 
annees plus tard, que cet(e serie de produits avait, comme la factorieile de 
Wallis, rinconveaient de ne pas offrir le moyen ie plus expeditif pour evaluer 
numeriquement ces transcendantes. Alors, au tleu de s'en tenir a la serie 
fort peu convergente 

qu'on ol^tient en devc^oppant le binome et integrant ensuite depuis 0:^=0 
jusqu'a i7 = l, il imagihR de partager en deux partieS Tintegration de ce 
mdme döveloppement, et de prendre If^ premiere depuis ar :f= jusrqu'a 0:" = ^, 
et la seconde depuis qc^=z\ jusqu^ä a^=1. Per ce mo^en, Euhr, obtient 
la double serie 

51. f'xP-'dx(t—<v''y'' 



i .•). 



I Lp • 2m y n4-p ' 2nAn 2»+P \ J\ 

( ' [ . *. \ - - . * ) 

1 Q-;rM I n — p 1 , n — p.2w — p 1 I . "il 

qui se trouve rapportifi '^|alfi^I|$ Tome'-j[V. ^e 9011 Oalpul integral ( V. 
p._323 — 325). - t;V A/ - '* ^ ^^ V 
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Sur oela J^öbserve, qae ^ qrs^p, on n 

53. f^x^'dx(i — xy~\ 

— ^ L7r+ 2» n+p + 2». 4m 2»+/,+®'®J- 

Or il est facile de sommer cetle serie, autrement qaa par Hnlegrale definie qai 
coinpose le premier membre de cette eqaaUon. En effet, on peut Tecrire ainsi,:. 

p 2\n V p , , T2»' 1.2 ' p 



n » » 



» 



. (f -0(^-0(1-») 



2* 1.2.3 



-|-etc. 



n 



4-3 



Mais d^un aatre eöte, on peut ecrire 

— = / a:" *"* dz; ^ = /z^dz; 



y •^ " —4-1 

►1 £+1 



p 



2 



: / «' aar; etc. : 

*/ 



ft 

partant la serie precidente est äquivalente k Pintegrald definie 



'-^- -,r, 



2 



i-E 



M y ^ . 

De Sorte qae, on a 



£_i 2*"^ /•» . ' •«-' 



a?P-*da?(l— ar")" = ^ — / dz^z—iz")" . 

' : * : 

Acluellemenif, si l-oii fiiit 2z^fi^=v^, hfL aaräi. 

/ x^'^dxii—x*)" = ö " / rr >; 
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00 Inen, en ecrivant d? aa Heu de u: 

ce qoi s^accorde avec requation (/9''.) trouvee d'une autre maniere dans 

le §. 15. 

Ed appliqnant nne idöe analogoe aa second membre de P^quation (52.), 
on va Yoir, qae les deux seriee qai le composent sont sommables cbaeone 
par ane integrale definie distinicte. Pour cela, il faut d^abord remarqaer, que 
r^qaatton 

est equivalente k celie-ci: 

^ x^Hx{\ -^ (Xf^r —I xP'^dx{i — x''y 4-/ a?^-*rfa:(l — a?")" , 

»^0 *^ 

comme il est facUe derle demontrer, en faisant dans la seconde partie 

1 — jp'* = y", et changeant ensuite y en x. 

Celo pose, si roh feit ar» = |(1 — ]/(! — 52;")) on obtient, en ecrivant 
or ä la place de z, apres la tra||sf ormaüon : 

^oV(^—^) I -2.-1 i 

Le aecond membre est , comme on Je voit , beauconp plns compliqnö qae le 
premier. Neanmoins il y a des cas ou cette maniere de voir peat dtre utile. 
Snpposons, par exemple, p — ^ = y; alors on tire de cette eqnation 

on bien, par le «fbaiyeiBpB^ 4» as.m -t^j 4ta8 le Meond iiDemfate Benlement: 

En öcrivant -|- an Uen de^^ cette -^Ici^rf^dfuine 

56. /'>*-*.(t->?-'= i-tC^^- ■ . 



■£-11 
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En rapprocbant cette equation de cette d^igd^e par Qß'\y oit en tire la 
consequence , quo n ei p etant des nombres pairs ^ on a 



57. 



M--^(f')-' 



ce qui etablit one relation fort simple entreideux inlegrales Euferiemne^ de 
premiere espeee dont les exposans salisfont ä cette forme.. 

I^a double serie qui constitue le second. membre de.l'equatioiii>(52i«) 
n'offrirait pas le meilleur moyen pour calculer le rapport de deux inV^ri^les 
de ce genre, dans lesquelles les nombres p ei q seraient fort grands compa- 
rativement a Texposant n du radical, 

En pareil cas il faut recourir a la formule (/3.};y laquelle dop^e, ßn 
vertu de la propriete r(a'\'i) = ar{a): 

'. » y n ."' / 

Par la formule de Stirlmg developpee par Euter, on;a; 



•.J t.".:. •.' 



r(a+i) = (f)V(2^«):i»f;' ■-' • 

m I ^ e ■' 

m| _ i I < I ' i ' 139 

■^ 12.Ö "i 2(12a)' 30(12. a)' ' 

et par consequent j • . • ' . ; . . 



t. 






oü JV', iV", 2V"* sont les.valeurs que »rend la serie ilf =x=14--7s 1- ©tc. 

en y faisant snccessivement 

! *i -^ n ' n 

Si^'BO' contratrenioileipomit ik '«Mit fort igrätid toih^äiftmmeni &"'> et'^/'H 
faodrait röcourir a ia formole ^ 

donnee par £««^«iMbwv^|iBL 1^ -4" yolame.^e B^,^bnioe9 tf^ cal<^ -integral 
(page282). ':■-{;>. ,V 
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5-18- 

L'^quation (45.) n'^tant rraie, qu'«n suppeganC {nfini le nombre d« 
faefeurs» Ü est int^ressaiit de ehercher oelle qui doit la remplaoar^ \on^ 
qa'OD prMid uo nombre fioi des mdmes facteurs« Pour cela^ remarqnons 

d'abord^ qae r^quatkm (29«X pv 1^ ehangemeot de ^ en -^ | donne 



partant op a 

Par uiit appBoation r^t^e de eette formule^ on a dooo 

^ 
P P t^ ^ 

P P+« P+*'* •'o 

Cette traoflformatioc ^tant aussi Traie^ lonque pssft, od en tire 

Mais 9 est ^dent que 

OonO) «n Attagättot i «n i-r^'^f ^ viendra 

j » 2» in Jo > ■ * 

Ott biea 

8i Ton fdt pour plus de «mplicitf: .. 

Onife's Jounial J. M. B4. XVU. Bft. % tX 
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le {>roduK dea tti|uaimM (59«) et (61) » tlouuera 

t^ I , ^. ,.>?-» t 11 2« 3« in 

./« o. u^. v^c -* y ^ ^^^ 4 + 2« 5+3/1 a+«« 

wP+q p4-y+w p+g+2« p+g+t» o 

P * ?+** * p+2ii **** p+i« * 
El) variaot Ta maniere dont oette ^uatiop peut Stra ^rtte^ nous aarons 

*''" /o ^ * ' PI lP+»)(g+»«) (p+2«)(g+2ii) 

V 3n(p+g+3«) »»(p+g+»») /i. 

^ (p+3«)(j+3ii)»--(p+<»)(i+r») V> 

u*. y^ «• »«TV.* * / ^ j (p +«)(?+") (P+2ji)(«+2«) 



65. 







(g4yh2' 



$ 



Tnd^p eudamment de oe qui pr^oMe^ il n*est pas difScile de d^ontrer, gue 
le rapport des deux int^gralos d&igo4 par Q s'approohe de Vnn\t6 ii me» 
sure que le nombre t augmeote: de sorte qu'ü se oonfond avec luuit6 
lorsqiie /sscc» Ea efiet^ supposensi pour ua moineut^ que p ^oit uu 
tres-^grand nombre et voyons oe que devient daaa oe oas particulier ilo^ 
wgtuie defioie 

Ca posant z^sssfs les limites de la nouvelle variable z seront enoore 
2 SS 0| «ssl: dono en rempla^t la lettre z par la lettre x^ oo a 

•^0 P «^ 

Pour UD autre exposaat p' oo aurait de rn^me 

/*«^« ffir.X =: 1 r(i^jy dx. 
Mais üf p et p^ soot deu.^ nombroi fort graods^ on peut fa^re 

et par oonsequent 



1.. 



De lA en fice 

Dooo, ea faisMit p^t^p+k, on aura (-^')" :;=A4.i.\-; oe qui rend 

manifeste que la diflRSrenoe k 4tant fioie, I9 Uipite du ra^ort de eet deox 
int^gralei isit dtre l'unit^i lonque ^ xs oo. 

^ 1». 
Dans le «aa parfioulier de |»+f8sfi, la eemMnahon dea äqualioos 

(SO.) et (OS.), donoe 

*' ' 

on l'on a iait pour plua de ibnplioit^i 

(^ ^4± — ^ 1— , 

D suit delü, qoe 

^« f (i+i)« ~p1 p» (t. 2.a.4... .o« ____»_ 

r- l-^^i-^-(._5)(«-|:)(,_|i)....o._jf)- 

l|aint0fiant| i^il AA queitbii de savob oe que deyieirt le teocHid nemiire 
de eette äquatioo pour um ?aleiir .fiirt ipnnde de ^^ oa poumft •'7' preiH 
dre einsi« 

D'apr^ la formnle (ß«) poa^ dans le §• 13» et la prapriM 
r(a + i)sar^)i HO!» aTooa 

M^ a ^taot im fort g^and nombre, la, foc|nule de ^iifVMf ifs'n^ua^ 
par £^f»r daaa lea Cak. diflT. donoe 

22» 



r(«+l) « (-|-)V(2 »«).-«/; 

e iivbt la htae (Ins log. byp* et M: 

Jtf- . , t I ^ <39 57i 

'^12.aT^2{12.fl)» 30(la.a)» 120(12.«)* **"• 

Dono en appUquant cette formule A I'expresskm pr^c^dente de Q\ U viendra 

ou M\ M^\ M!'^ soot ies valeun deduÜM de l'expraMbn pr^debfe de 
il/j en y faisaot suoceMirement as=f4*^> e^ast-^^-^^ as=^ 

De id nou8 eonduoiif ^ que 

(1.2.3.4, ,,eO« > 



68. 



('-Ä(-iJ)(-if^)-o-.^ 









n 

A Taide de oette formulo on poorrait ^?filiier le raste de la &etorieIIe 
apres areir ealeul^ le produit d'iin assez grand nembre de ees tact^^nrs 



§. 

Jwqu'ioi, nooa avena tacttement aoppei^y que toua Im ecfs de llo« 
t4grale d^fioie 

potnraient dtre ramen^ ä eeux oA Ies expesam /^ et f sonf mferlenrs d Tez- 
posant n# Mais 8*il ^tait n^oessaire de le d^ootrer cela serait faoile» Ea 
effet: par le ohaogemeDt de p en /i — n la formule (58.) doone 






ou 



69. (£) « -^p^ (EHüV 

II*'* 

partaliti il esl visible que, k l'aide de cette formale on feit d^peadre le 
cas de p^n de oelui ou on aiirait pKJ^^ 



Si Ton obeenre maiotenant^ que (-^) = (— )^ on aura^ en appiiquani 
au second membre de cette ^cpiation la formule (69.): 

A Taide de cette foraiule^ on poum r^oire ie oas de 9>n k celui de q<ju 
Lorsqae f ^ q wok plus grands que f it^ on peut r^duire la tränt» 

eendante (-^) ^ uae autre aemUable^ repn^sent^ par ^^tEt)^ oiin^p ek 

n^q sont plas» petits quefn« Pour trouver oette formule de r^duelkm 
fobserve que l'^quation (£•) d'Euler ^ablie dans Ie $.16.9 donne 

Dono en faisant ie produit de oes deux ^quations, et prenant ennifi» 
;f-}-^csii— y, r'sÄii — Pf on obtient 

\g/\»— p/ \ r /Vi?-^p — j/ "^ \r/\ 9 /vi — p/xn-^p — q) 

« (jL)(c±r)..,ü-._i — 

\r/\ g / smpi» n^p^g* 

Cela poft^> fti Ton prend rss^n-^p^qf il est dair que cette equation donne 

\g/ \«— p/ (n— -p«-^}.6iiipdi.6tsga> 

Legeniriß a remarqu^ Ie premiw oette cons^quenoe de TtSquation ä'Eukr 
Loii^que q zs^p, QU öbttent par-lii; 

En ad^titnant ici pour (^) , \^Er) ^^ "^^enn donn^ par la formule 

(ß^^*) trOoree dans Ie ^ 15»^ on aura ce r^ultat remarquable dd & Le^ 
genin^ aarofe 

* • /o V"(l— ;r") yo V^Cl— ^) ~ n~2p ^ 

hß principe eompris daas les deux formules (60«) et (70«) mie fob 
D08^« ii est dair 4Jiue. pour dhaoue raleur de n on peut former un nombre 



n^ de fonctions aemblables & celie d^sign^ par \^)y ^n fiMant su 

mßBtp a 1^ 3, 3, u...ti^ et 7 s=z 1, 3| 3, 4, • ... 72. ParmioeUei 
ueurs aont imm^cfiatement int^enUea par lea formulea 



174 9. fUn0, $ut Ut expnt. 4f n i§ftuMi$ ti $ur tUtigt. BalmenmtJ'JsE/''^ dx ( U«*y 






trouvto pr^o^mment« Mmsi afin da readro plus sensible le earaetero 
de ces transoendaDtee qui fertent aprSs rexduaioii de Celles qu'oo peut 
^Taliier par ces trois forniides^ Toici le tableao dß la tofalit^ de ces int^ 
»rales pouf n ss 6 et /i &b 7# 

TsUeaa <rt ioociloos f-^j poor iiss6. 

«), (?)> (*),(♦), (I), (f), 
(i). (I), (I)» (I)» («), (I).. 

(i), (5), (i)» (J)» (*), (f), 

(i). (t), (i), (I)» (1), «). 

(i), (I), (», («, (f), (f), 

a), (1). (». W» (4)» (f)v 

TidilfAS te fasdio m ^-)^^ poir »8 7» 

iih (I), (f). (f)» (f). (f). a)» 
«), (I), (,)» (t)» (I)» (J)» «). 

(i), (I), (I)» (I); (i). (4), (i), 

(i), (I), (I)» (I)» (I), (I), (J), 

(I), (f), (f), (I), (I). (I). (f). 

(i), (1), (i), (I), (I), (ö, (». 

(f), (I)» (f), (f), (f), (f), (.ih 

Lln^eotion du tableau rdattf 4 A9s 6 mootre, cpw ea «Kobant: 
V, toute« les fonctions (-^) daos lesquollet im dn deax oombiM p oa f 

TS 

eet 4gal <^ 6; 2% toutes ies fonotions dans Ics^odl« l^somiBe ^«ff asG, 
il en rette un nombre exprim^ par 

Ä»— Ä— (n~l)— (»— I) SS («—IX«— 2). 
Parml oelles-d, ii ^ en a n— 3 mum n$p^tipO| nais» los autroa 

s'y trourent doublea, d'aprds le prfaNfp» (-^) ss (Sa , pon^i le oonbre 
de eea lonotiona abtoloment dtfü&rantei eat , 

Ä_2 + 5 «— j 

L'iaspectioD du tableau rdatif A a ss 7« doona de mdme 

«»— n— («— 1)~(«-1) =s (/i— !)(/!— 2), 
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pour les fonctions restaafes aprät l'excIailoD de oelles oiä /» oo ^ est. egat 
a 7, ou bien leur somme /»•f'f ass?. Nw» panm oei Cn-~'l) (^ -'2>. 
fonotions iL j en « /> — 1 mum r^petilkNi et te« autres dooibi^fli» Oif 
sorto qne 

«1 2 ~ 2 

est le Dombro des fonotions absolument differeotes* Uo exameo tout««* 
fait semblable fait aur les antrea cas amidint k oette ooodusioo gdoöaate; 
qne, le nombre des fonctions absolumant diffiSrentes , apres l'ezoivrioo dA 
Celles qn'on peut d^terminer par Tun ou l'antre des trois prinoipai nf^el& 
an commenoement de oe $. ; est exprim^ par 

^T ' \ si le nombM. n est pairi 

■ "T ' I u le nombre n est impair. 
Le nombre de oes fonctioGs sera doiio tottjours patr, 

$.22. 

Pour mieux &cer les idoes^ void le tableau de oes i'oootioiw pour 
Ä =s 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. 
(i), (i)} pournc=3. 
(J). (?), (J). (|)}pourÄ==4. 
(I), (I), (?), (I), «)» (I), (J), (1)1 pour -'^5. 
a), (I), (I), (I), ($)/ (i), (I), (I)» (f)» (t), (i)» (f;) pow «-=6. 

a), (?), (f), (*)» (I), (I), (i)r (4). G), (^)J ncur « = 7 

(I), (i), (I), (f). (f)» «), (f), (f) r 

(}), (?), (I), (♦)» (f), (I), (1), (i), (I). «)] 

(J), (I), G), (I), (I), G)» (I), (I), (t), (^)> pour «=8. 

(I), (^), (f), (fX s 

(ö, (f), (f), (I), (I), (4), (?). (I), (I), (I) 

(4), (S), (I), (I), (I), (I), (I), (J), (I). (i;. _.., „_Q 

(I)» (i), (f), (l)> (f). (I)» (I), («» (», (f)( ^ 

(f), (I). 

(I), (f), («» (♦), («, (f), a), (f), (I), (i) 
(4), (i;, (f)» «)» (I), (f), (f), (I), (I), (i), 

(I), (4), (J), (I), (*), G), (}), (f), (f), (l)> *^"' ''''^^• 
(«), (4), (1), (I), (B> (§), (J), (I). (f), (? 
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En g^^ral ^ powr touto Tdeur donn^ de n, on formera le taUeaa 
de oes fonotkH» qui tlj rapporte en raiTaiit oes frob reglet: W Iia mxA* 
fSA des fonelioiis {X) doit 4fte form^ par des nombres tds que ;»-f*^** 

iirri/oo /^ + f<''-^l^ 2^ Laiitre moitkSdoit £tre fonn^ par les oom- 
bres qin donnent ;> + ^=s;i-(.l ou p^9'>'n-\-lo 3\ La plos grande 

Maintenaiiti il s'agit de saToir^ eemmeB^ A Paide de l'^qm^oQ 

'^ (f) e*^) = (f ) C=f ) 

d^Euter^ et de i'^quatioo 

trouvees dans les $• !&# et 10« oo peuft r^duire an mtnimum le nombre 
de ees transceDdantes^ pour teute Taletir donn^e de Texposant n. Oq 
peurra emuite examiner, si les cas irr^duotibk» poor uoe valeur donoee 
de n, sollt r^duotibles atix cas analogaes qui se raj^ortent aux raleots 
nf^rieiirea de n^ 



Avant fen^ nous ferons obserrer^ que P^qoalioa (L.) ne peut Stre 
emptef^ que dans le cas de n nombre paipf pareeque in doit etre un 
nombre entier. D'i^r^ oda^ afin d'^fablb d'abord les resultats qui ont 
lien pour tout nombre entier^ neos i^aarterons l'^qoation (L.)^ et neos eher« 
eheronsy & Taide de P^ation (£.) seolement, le sjrsteme de celles qu'oo 
peut former pour diaqite lalenr de n. k oeteffe^ il faut d'abord remar« 
quer que^ en posant rss^t^ on peut r^doire & devx les fonotions qtd de- 
meurent inconnues parmi les quatre eorrespondantes d chaque valeur de 
p ei ff apr^ avoir Iwt res 1« De sorte ^piOf aq lieu de P^aadoo (E.) 
nous allons op^re^ sur edle-d: 

^- (f)(4») - (f){^)- 

Ce prino^ aind prdient^ ne senft pas fout-^-faiC clair; mais la forma« 
tion effeetire du grstdme d'^qoations qui se rappprte aux premiäres va« 
leurs de n fera disparatlre toute obscurit^, et readra ^dentes les gdiid- 
ralites auxquelles on peut ensuite s'el^rer« Toioi ees ^quations d^doüea 
de P^quaUon (£'.)• 



Pour ntsi^0 
Poiir n SS 5« 

(i)(l) « (i)«) 



/H^'^m/i^ Jf-B* Lt fonndte (69.) aoime 

Pour itss 6 OD • Im dx JfiqpiatfMiS retatires ^ a«s5 phit 1« quatre 
fluivantei. 

(fXf) «SS (|)(f)l tet lei sjrmboles (^)» (f), et par la formüle (69.) 
(|)(f) ss: (f)(|)| ötablir oes trois ^^atioiU 

(*)(f) .=s (f)(i); a)=i(i)i (i)«m)i (««k«. 

Poor ii es 7 OB « las dix tfqiMtioni reli^irea i n geb 6, teUes'qu'eflas 
aoat priuutivament Gentes« plus las dnq «Squatioai suiTantei* 

(l)(l) ^ (4)(f)( N.B. Lft TornMiIe (69.) doaoa 

(!)(?)= (4)(|)l (50 «KD; (V) = m). 

Poor nasaS oo a tat quin» ^quaüoiia relativas & asb?, telles 
qiieDes sont priutftifement ^oiSti% phfi las aix <^ua(fois tmvantas. 

(I)(4)«(I)(J)) 

(i^KI) •" (IKDf N.B. U Ibnmile (69.) doooo 

(i)(?) « (f)(i)\ (I) «=»!(«; <?)«i(i)* 

(f)(V) = (l)(f)( (?)«^(4)j (?)-f(«i 

(ß(V) - mm (?) « Kl). 
(f)(?) « (f)(f)/ 

Crdte's Jwnrf «.IL B4. ZTIL ttLX 23 
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Tter ns9 on a les 21 iqiittloiit ivlalfvei li nsS? telles qa^dles 
sont prfmltivcnient <criteS| plus les 7 ^fetfoas suhrantes. 

(})($) — aXDl ir,B. La formale (69.) aonna 

f^ I ?^äll (V-) = ms (V) = f (öl 

(«(?)=» (t)(l) l (?)=s*Cf)l (^)=#(f), 

(i)(v) == (l)(f) 

Ponr A s= 10) 00 a lei 28 ^uadons relatfras A n ss 9» telles 
les sont prirnftiTetiieiit ^oiftes, plus les 8 ^ations sutvsntes. 

(1)0?) = (l)(l) i ir.B. La (bnnole ^__., 

(i)(i?) « (i)(f)V ilZul) ^^ ^^^' 

(!)(» = (f)(l)^ ^*^ *^*^' 
(De?) = (!)(ö 

La l<rf de la fonnation de ces systdines d'^atiöDS est per la readue 
Mdente« 11 y en a pour eha^ne yaleiir de n (deputs n » 3) un nombre 

eo^rtn^ par V*"" ^^"^ \ seit ponr n pair, seit ponr a ioipair» Sn ro" 

proshant cetfe oonelasion de celle ^tsBIie wrs 1a fln 4u $• 2I», iioas df*- 
ronSy c(ne le nombre des tnuaseendantes f-^) qnl demenrent fndi^ndaa'> 
tes est exprim^ par: 

— _ ^ s— —^1 poar n pairf 

(«—!)» (n— 2)(«— 1) _ »—l i _„ . .•„^.•« 

•- ^ - -'— ' ■ i * ""T~) I**"^ tmpatr* 

La fomution eflSsotfTO de ees systdmes d'dquaHons pour les premfdres tb- 
leurs de n fonrnit le taUsan snivant. Noos supposorts, qua la lettre (w 

NBiplaoe dans cbaqae cm particnlier la quimtft^ ~ • 
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^jrsüm» i'ifuüwm pMr n s«S» 



cm) 



^•' na » 



SjtIciM 4'^uiiMit pou j( SS 4. 
1 



(}) 



'ISSSS 



mim 



im) 



idXI) = (l)(l). 



Sjntime ft^siübMNi poor nsIL 



(IX*)« (1X1) 



8if«3irf 



«) (« 



(»•afc =* («• 



tiaSoi 



m. 



= (?)(i) 



faxt) = axi) 

1(1X1) « (*)Cf). 



(«) 



(?)(!) 
(IXI) 

• r ■" 
010 «i; 



(f)(«) I §(!)(*) 

(f)(l) 
1 



(i).-n 



tut« 



= (l). 
= («. 



M 



mni» 



a)ii) 



•in 4(v 

§(t)(f) 



(*) (t) 

(IXI) 
(0(1) 



i(i)(i) = (f)(f) 

l(0(t)==(f)(l). 



Sjiltee d'^fuadoi» poor n = 7» 



(I)«) = (ixi) 
a)(t) = (f)(*) 

(i)(i)«(mi) 

(i) (4) = (♦) (I) 



(i) 



(I). 



* slnu 

sia3w 
1 



(l)(l) 






I (I) (f) 
l(l)(f) 

f(f)(t) 

KIXI) 



(0(i) 
(«(#) 

(f)(l) 

(4)(f) 

(I) (I) 



StoA» 

ain 4 «> 



(« 






« (« (i) 



|(f)(*) = (i)(f) 
*(!)(♦) = (4) (f). 



23 
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Sjtte» fißfuitm pMr »aeS» 



(I) (I) 

(i)(f) 

«) (I) 



S (I) (1) 



(D(l) 

ö)(« 

(4)(*) 
ÜKi) 

ii«4« 



(fXi) 

(?) (I) 
(i)(i) 

(f ) (I) 

C4)(l) 
(f ) (I) 

I 

' (*)(i) 

• (f)(4) 
' (« (I) 

= (?)(f) 
(f)(l) 
(*) (I) 

(4) (I) 



1(1X1) 

i(i)(?> 
i(f)(*) 

i(i)(i) 

l(D(f) 
i(l)(l) 



(*)(D 

(?) (I) 
(l)(l) 
(*)(!) 

(f)(i) 

(«(}) 
(f ) (J) 
(!)(« 

(!)(*). 
($)(f). 



(«• 



eiBÖii» 



(4)(f) 

(#)(!) 
\i/ gl,« 



6« 



ab4« 

4 (!)(*) 



(I)(l) 
(« (I) 



poir iiss9* 

f(f)(l) 
(«)-^ 

^•' na 8m 



(*)(f) 



8ta6M 

{(!)(!) 
I(l)(l) 
i(»(f) 
f(ö(l) 



■•7» 



(fXJ) 

(f)(J) 
(«(« 
(?) (« 
(#)(f) 

«)(!> 



{(«(*) «(»(J) 



KJX» 
KfX» 
*(ö(4) 

#(f)(« 
I (*)(!) 



(f)(|) 
(ö(f) 
(öd) 

(ö (I) 
(0(1). 
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SjttiM l'ffMiiM» ponr. n =s 10. 



(im) 

(4)(l) 



(I) (I) 



(i)(4) » axi) 



a) (f ) 



(«(1) 
axi) 
(f ) (I) 

(fX*) 

(t) (I) 



^^^•5;j95 ■" ^*^*ssd 



(IXI) 

(ö (I) 



(I) 



•iu 6 «a 



ia)(f) 
(I) (f ) 



(f ) (I) 



8Ul66» 



(f ) (f ) 
{i)(i) 

(fXJ) 






9m 



I (« (I) 



(?) (J) 
(Da) 



J(i)(f) 



(#)(J) 
(i)(f) 



= (f) 



• • 



m8i» 



i(i)(j) 
l(i)(f) 
1(0(4) 
f (f ) (f ) 
I (I) (I) 

i (4) (*) 



(f)(l) 

a) (I) 
(4) (I) 

(4) (I) 
(4)(f) 

(4) (I) 



= (4) (I) 

« (*) (!) 
I(l)(f) « (f)(f) 

I (4) (I) = (I) (I) 



f(4)(« 

I (I) (f ) 
?(f)(l) 

f(4)(l) 



(4) (?) 

(4X?) 

(4) (I) 

(I) (f ). 



|. 24. 



Hainlmaa^ poqr r^MMdr* «ei sTitimet d'^quationi, ooos pren Arons 
poor imMNume^ pour duqoe valeor de n» Im fonotioDS (^) daw lietquel* 



In h fomme p'{-fss 



ii-^1. E^ pour ploB dtf sym^ei nooa ferons ea 

La diobc de oes inoonnuei eat le mAme qye oeloi ä'BuUr: hm 

Bombre eit pr^twiänent ei^nai^ par -'^ iA n Ht pair, et per -s- ii 
n eit impair. 



Cela pos^) voM Im r&uttats tpfvn obtioiit ponr Jes pnnniärM Tsleuc« 
de rtf eu se rappdanti que la lettre ta Mprftent» davs cbaque oas la quan^ 



m 



Cl) 



(I) 



a) 



Pour n 
1 « 

Poor A 
Poar A 

.. «ioSai 



(1) = A 



sinStf 



• •• 



(f) 



■iii4<» 
1 «»Bw4» 



a> 



(I) = A* 



' 8104» 

•in 3 Ol 



(I) 



9inw 
Biit4ctf 
sin Ol 
^ ^n3o» 
Ai * Anto 



3. 



(I) = i. 



5. 

(I) 
(t) 
(I) 



Poar n s= 6. 






(I) 



1 m 
Ag sifi«t 



i 0^ 

^ ^2 sui4m 



1 ii» »in Ol 



*-55 



uwxm 



• t 



aio3A^«Biii4M 



(i) = i 






Relativement 4 ce cas, il fettt obsenrer que lequaticii (Zi^) rvppell^d 
dans le %, 22. donne 

En (^galant cetta expression de (f) Ä la prfo^cnte et obserraot, qua 
8la3ci)=st; 8iB6iis=ij on aura 
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♦ VK» 



ippliqtniit r^ttafion (£«.) eux expresdons < 
lort oelte inline Ration entre Jitt Jt* 



Pour a 



Kl) — -^i' ^ 

(f) - ^t' 



(f) = ^s- 



ftin4«> 
»w4ü^ 



CD 
(I) 
(I) 






Pour A 



(« =• '-als- 



(I) 
(I) 

(D 
(I) 

(i) 
(J) 
(1) 
(I) 
(I) 



iii|7a» 
A^Ax Ble4a9,rifiSii» 

■■■■ T , » »' t L I ■! f - x 

A\ »ift4i>$fna0 
2]r'iln6i#»flihi7iii 

Ar^l^ 
A%A^ efn&K^ 

utl2'8in4a»«sin6a> 
1 itfftio7<y 



f 



I 



7» 



1 fl»8lit(D 

^* ^^2 ^1 *sin3ai« sfn4ft» 
1 fti 



t * « 

^^ A^ tXfAu 

1 JL o»w»^o» 






^2'ima»,tiii3.6»* 



8. 

(I) 



^-. f ^ fl>wö6ai«rifl7w 

W — «•^••8lii4«.slii*4<M 

^♦' ^'4i<,^i*9tii4o.sin5<» 
— X "'^ yslo7(0 



(f) 



^*^^^j*9iii6oii*flti6QO 



(I) 



(f) 



1.4... 



Ax 9iii6(0 

f 1 (0 
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Dttis €0 OM^ l'^uation (L.) 4oiiiie 

et per cons^qaent A. 8iii4# v«> 

mab ttn4&ocs K •inToassmo&i; partant 

4 

Les autres ^quatiooa qa^on peiit faire d l*aide de T^quation (L*) ae wÜnkmA 
h €dle*d on ^ ine identitd« 

Vom ^ SS 9. 

^'aiaOoi.tiii?« 






(?) = A>Plr 



(4) 






(*) = ^v 



riaSit 
mim 
•ta8« 



(I) 
(f) 



^ B\ü6m 



a) 



(f) 












A^A^ M84«.m6c» 

1 «B 



• »^ 



(D^d^ 



A, *iui7«0.nBo« 
ttt*5« 






m.mSm 
AjAm waSw^sioBo 

<^x *mu7m.mu8m 
A^A^ bibCo 

.^x *m8€» 
A\A^ m^hm 
AxAt^^fMJm.w^'m 
A^A^ mhm 

Aj^ *sia8# 

1 018188« 



(I) 



Ax 8iu6^ 
^' Ai* tiüim 



Cf) 



A^ sin 4 Ol «^uö« 
1 (OBiiiSii 



A^ 6iii4<o, «iaÖc» 

LA,»««. (^)(^ 



/«% • ^x 0sia8iii 



(f) 
(f) 
(f) 
(I) 






■4** 



fli 8io&M«Slll8€» 



» ^r 



'^■■■' - i 



1 JL ti qi» 6« 



i-?E 



dana le caa aotuel, ea y faitatit y» =s 1 : 

(f)(f) « ä^axi). 



9. Flana, tw1tt0xpr«$,d*ni«WiaS$tttia'fiuiisr»Bidnieniuf*i^i»(i-i^, 18S 



Dooe «n tubaitaant ponr (f), (\), (|)^ (|) lean valears et dMurrant qiMi 
Bb6i9 CS dD3«) SB rin60^ aas $/'3, on aura 

^ ^0-4 ««■3« -^t 

sfai4«» 2vr5.«fa4«. 

«e qui c^ult A troiB les tnuoendaDfes ainJUaireB* 

Pour n = 10. 



9 



(« = -rf». 



aiaS 



(I) 



(#) = A' 






sio9fl» 
. •ii6# 

^ tia7w 
^ tui8«t 



m9« 
^y 'M»8«.aio9a* 



(#) 
(I) 
(i) 
(1) 
(4) == -%~'*.i.Ö«.«iad« 

^*' "^ ^.-«iaSw.liiVi» 

At^t w«6ii.M«7w 

^, '8ii9«» 
^,w<* d»5>.»iii*6w 
AtT,' ü*7m.4»9m,ilm9m 



(I) 
(I) 
(i) 



(I) 
(*) 

(f) 
(f) 
(I) 



^i( m9tf 
^ 0iaÖ# 



wtf/ai9» 
1 €liia9# 

2^*«9Ö«9«tta6i0 
i » 



*m8«i 



(f) 
0) 



«»m9«i 



Ag iui6«»tui7« 
1 c9sio9ai 



^2 sin 70« 810 89 
. Aj <»mB8#«tin9o 

X ^1 üiaMi8»» tii9» 
^'.^«^^'0in»«.oia6»«9h7# 



(f) = |.-^ 



mmn9m 



•*i 



(I) » f. 

(I) =» i. 

(f)«i 



1 » 

i M 



(f) 



A^At «>da8i».iii>9» 

wdf» ww»9«» 

' A^ A^ 'daftn.iiRÖ«! 

^ , At • A9ai 



w = *• — ^ 



(♦) 

(f) 
(I) 



CMWk J»wart d. IL M. XVfl. HR.*. 



, At mft9w 

, 1 # 

♦•2r27*i»B7«.do««. 



Iftft 9. Pta n a, $ur Us tmfm, dt tt dt Waliia ti m» Fbtt/gn Btdtrtiimef^i^ imit-efif. 

0QO8 oe OM l'eqtutffam (L.) donn« d'abord 
mi liieo 



i 

La mto» ^guttikni (Zi«) docme 9mA 

(I) » 2*-» (D; 
00 büBDi OD grfjrfifnofit pour ($)« (1) laon fabncs^ 

Qn a ixmp die» U ms do nsslO: 

Las autraa i^fnSkm qu'on poorrait d^uire de r^uatfpn {JU) aa f^dhu» 
seot d ime idantitdi De aorto qae^ \\ aaffit de ooDDakre lea ^»ool 4»a- 
ceodantea ^i et ^^ pour ^oardr former toutea las autfoaf 

En examinant les expressiona de (-^) folatnrea ä oea premidrea 
Taleors de fl^ od v«8t d'abord qv^oo poumot, dana abeque easi lea partim- 
ger ea deux paHies: la preo^i^ eompreodra oallea od />+f <C^-~t^ la 
aeeonde compreodm eellea oA ;i-|"7 ^ ^S^ Wi pioa grand ipe /i-(-i« 
Le oaraotöre ^KiChiOtiCl* de oob dornidrea ett^ d^avmr pour feoleur i'are oü^ 
et one fraetkm dont le nom^ratenr est ranit^ et le d^emiiiateur le oombre 
entier /n-f-y-^Ä 

Aprds oela oa observerai qa^ rexpresfloo la ploa aiiBplo de oea 
fonetioDa est oeOe relative aux cas oiä un des deox nombrea /i ou 7 isat 
^gal k VnvSii. Dobord, ^aa onk poor d^aomioateiip eoQHmui Ai(o-<-l}6a 
SS Bintt); et afio de lea readre plu9 r^uli^rea il aulBt d^oboßSTer, qiie 
Mn/cpes8]o(/i«-^^a». Alers daoa le oea de /i ss 10, gar eiuunpte 00 u 



810« ' ^'^ ' am« 

' ' 0MKO 



Pour rmdr» ma a tf ea te la lo{ da «aa fxpnuSooBf fü a iflTt da remarquer 
qM, «faat (au 

<Hi a mmit 9» la uropcMt^ foodaaMntile da oea foiMlioiui ; 

^. =» (;r:rf=r)i 

et qiie p^ tiDM^qoent od 4oit ^tebBr l'^^uatfon 
Cela poi(S on pourra ^crire^ eo g^n^ral, 

(^ .) ^yj = ^^ ^^ ,. 

CeUe formnle sei^nt aiim Aabli» par itiduttion ; bmot il eat fiM^ila de la 
A6mo€ltret a- priori & Paide de F^uation 

(t)(4^=(f)(^T 

cpili ph» hant, a d|d d^ngndis per (E.). 

Bq Mßetf 81 oooa ahaBgeooi p en n^^p^-^i^ et ei iudqb pteooiiiB 
eMuite rss/iy oettte formide domie 

(l:^)(^)=(l=pi)p-l), 

\ 1 / Aiii^ V p / ~ iiiip«^ V . p / ^^ 

partanl 

Ott blen 

\ 1 / r mm '^ «w« 

Dono en obsenrant que^ ^pss^,.^^^^ it au^Hr« de reaiptaoier ii-«^y».~l 
par la latfre a pour resdno oette ^quation eonfonne h b fbrmttle {L'\). 

Aprds lea fonctjoiis de la forme (-j-) » eelles dopt l'expreaBioii est 

la ph» Kmples aont tdteii que les noiiibres /i et f de k fonetioQ \^ 

donneot p 4*7^=^^+1« K>aii8 le cas de /i s 1(^ per exemplei od peut 
MS ecrir« aioai: 

24» 
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1 « 1 0» Mt cf> 



/p^ — 

^*^ ^, *8iB6tt 8in7io ^, '8io4i» aisS»' 
/•\ _ 1 «• »in» ^_^ 1 oi rinfl» 

OeU on tire^ par indqetion: 



P ' ^p.1 * Bio p«|. 8111 (p— 1) # * 

Mais U est ladle d'^tablir a priori oette formule* 
Eq eSety r^qpiation 

(f)m = (f){'^'). 

donne d'abord 

maintenant, si Ton prend rss^— 1, on a 

V p /\p^^ \ p — 1 /\p/ " p*Bli(p-l)t>* 

Mais la formale (69.) donne 

donO| en appli^anl la fortniile (L^\) h la foaotion i^-r^) i on aura 

et par oons^ont 

o'est^^-dire la fermule (L'^)e 

Apr^ lea dem: oas qua nons venona d'examiner^ Pezprattion la 

plas simple des fimotions (•^) est celle des oas oa fi+fs/i~2« Oo 

pourrait encore ^taUir par induotion la formule g^n^Ie; mais il deit 
dtre sensible, dans oe tnomenti qu'on peut la trouver directement par 

Gar on a d'abord 
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Aetuellemeiif, si Von Cut id res 1^ 011 aara^ d Taide de la formula (i^'^)s 

( W — tt — 2 \ j WKk{n — l)tti . j «0(11 — g«— 1)« ^ 
— i — /^'^«- s;rs -^i-i^a- sij^; '^•r 

ce qtii doimeji en ayant ^gard k la formule {h'.)x 

^ *^ V « / ^j * doai 

Pomr d^terminer de m^nie la formale de la fÖQOtion (-^— ^— --)f 
nouB paiiiroiis de T^quatioo 

laqnelle^ en j foisaDt rss^ 1| donne 

(«— a— 3\ j 810(11 — 2)«i ^ B»(n— -a— 2)« A^Am sio(a+l)«i 

d'oiä Tod tire 

/rrN /w — g- ^ 3 \ ^^ AmAa^iAg^ >ra(a+t)ii.8in(g+2)« 
^ '^ V a, / AxA^ V 8iiifl»,8iii20 

En gen^I T^quation (£•) donne 

ou bieo 

(^=:!^A^mi^^ BS ^^.^ tin (n— a^i^ l)u) (" ^"'7*'^ ^) ; 

d'ou Ton tire 

(^ •> r- g— / = -:i^' iioci-i)« -V — : — )' 

Cette formale lie ohaqae eas aiiiyaat avee le cas ^tSMeoA^ et i1 devient 
manifinte que^ en g^n^rali on a 

äf'9u\ /w^g — A Ag Ag^i Aj^f • • * Aa,^4^t 

\ ^' \ a f *** ^f ^ j A'^ • • • • ^j^i 

Xab (g+l)» . tin (g +2) »♦ tia (g 4*3 ) • * > * * •'tt(gH' < — 1) 1^ 

Ckmaidijrona maintenant iea eas oä p+f ^/s + 1* Suppoaona d^abordp + 9' 
s 2. L*^atfon (£) donne d'abord 

M(U8 Dons fl?oii8 par la formnle (69.) 
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et par la forainle (/^^^): 

l>artaDt 

Doii€^ eil Bttbstitoaot pour \ ^^ ) m ?aleiir donn^ pur la formule (L''^)i 



OQ aura 



La mdme e(|iiatioD (J5.) donne 
mais 

/n-o+2 \ ^ ^ em(»~3)« . ttoCyr-a)» . 

\ t / "^^^ iia» *^ tiü» • 

partant 

d'oÄ on tire, d l'aide de k formale (^"".)? 

Eo g^D^I, requatieu (£.) donae 



mais 



1 / "" i+lU/ ~ i-f 1 » 8iMft> • 

(II — a + i\ ^^ j sio(a— s — 1)« 
— I — ) - -'-J-i sjj;; s 

partaot 

Et de la on conclut cette formule g^o^rale : 

^ ' ^ a / i 'Aa>^iAa^2Aa^im,.»/ia^ 

C0 8ioof«8io2#.6iii3»....8i8i«> 



X:3 



Maco.8io(a— l)#.sio(a-*2)«f....8i8(a — i)«» * 



Aprds ayoir aiati paraoora toue \m mS| Toiei rtfmiies las fonmitos <\m 



ff 



a— 







;i£da 



• • f • 




(Ä) 






(= 



-•+ 



-0 



^ •u«.sia2«.iiB3«...;aiii(i— 1)« *^ 

^^ \ ^^j. ^^3 "^J • • • • Jml^X 



^a«*i*Mac9 • sia (ar* 1}» 



-*• = 

La tKMndme et la qaatridm» de oes fonnules sont ainri oompriMs 
Aam les deux pronidras; naiMs «st pitu oomode de les aroir ^oritee 
a^par^mentw 

La d^eeaverte de ees formales g&i&«Ies est due iV lagendre, 
(Toijm le 1** Vcrfume de ses Exero. de Gate. Int. page 230.) Au Ueu de 
las d^OMMitrer eomme hn dHiiie mani^ rapide, fai pr^ftir(S de les faire 
vtäat» de l'exameo dea premien oas partiouliers. Gar, fe dois avoner qoe» 
«fest aealeraeaut apide Je caloul d^taül^ des Jbnniiles retativea max valeura 
de ff bb3, 4, 5» •••* 10| q«e f«. pu saisir l'eiprit de 'la d^ooBsteatioB de 
h^imätM, Oo (dtfeeteni peut-ltre^vqae« JESufer .«'« ^pas r^ossi & dfeoa- 
«rir oea fonnides» quoiqii'il eat difiselappd la aoUition riiative aux pra»- 
nidraa valeuie de «. €ela prauve a eM icai e nt quc^ EnUr, n'a pas imagin^ 
le point e^llal de oette vikUßsMy qitf eon&te daos rbeureuse nanarqoe 
UäSBt par ht^nite^ que 

XSmt par U-qa^n &ft dinpawihre k cause raficale qd oaobe h r^gula- 
lit^ des.fonnales fonufes saus b' eooeoars de eette idde» iiA^reote \ la 
oafiiire de la nctfatioo qiifen eoqgikriB» 

Noa» MOOS vu das» le 4m pei^fibullne, oomment la foraante 



doaoe lieu k das r^duolions dans le nomfare det tnosoendnitM amiliai« 
iMi lonqueii est un oombre pair« Je Tan faire yöir qu'il sof&it de eom- 
biner octte formule eveo les formüles (JET.) pour oomtraire lea fonmiles 
per leaqueUes <m peut op6rer imm^iatomenl ane feDe rMoolidii poor 
cheqiie Taleur dono^ de /t 

Seit ossl; on aura; 

d^n autre oM4 la S'** des ^^tkms (H.) doime 

partant 
d*oa Ton tire 

et coinme ^^^^^^jH^n-i^^-^i^-if on peot ^crfare 

Aprda aToir ainsi fait ee prämier pas, timci de ^pieDe maiii^ on peot 
g^neraliaar eette Operation« 

Bn fiubant aaeoeaaiTement iss:iin-—mi izsn^^20j la premidre da 
fonnulea {H.) donne 

V a / jix Jt^ ^9 • • • • ^i » ■•» A 

\Q / ^J ^M ^t * * * * "^l 






Gea formales donnent 



Ai^^Ay^t ahCin— 2)<#.8io(}ii~l)«» 

SS ^^ ^ ' ■• " ' I <% 

^s •iii«»«flui2«» 
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8/ AxA\Al..^.Am^ *sio«,ini2i»....8ifl(ji~&)at 

II Mit de M fli de la Ibraurfe (^O» V^ 

1-1 
^s4i^4-ai»flhi3oa sb 2 *^|«.9^|,^eo62oü.oos6d; 

d'oik I'OD tire 

Jb» OD a frooF^ pks baut que, 
partant l'^quatloo pr^oddente doiine 

Oo a do&e cea dem: formulet g6n^rales: 

H\ J^^^2^A^(d3 Ai^2 tsi 2^^ ^^ Üü3w. 
Lee fonmdes (H^) dopment de mkoBt 



{¥) 



AxAzAg*..»A^i^*^^ • mi2^...^w{in^^1t)m 

A^9^ A^ß^ ^fcn-i Mi(in~3)«>tin(iw— 2)#,rifl(|n'">l)ii> 



A^t^Ayi^AUß^ 9a§8m.tm2m.eQf$m ^ 
A^Az ^^tf#,ria2a*MSoi* 



(I) 



At^A'^i ••••An^^ sui4a»,tMi5#>«»8ia0i — 4)g 
^s ^a ^i • • • • -^^^^ aiaio» riii2#*«««tia(ii— 7j0 

AxAz ' 8uiAi«sb2itf.6iii3«» 

A^A^A^ ßiii6c9«8iQ5#.na4# 
4^ ;( ^^ «Ol» • 8io2io • sui3# 

Cela poe^ r^quation \G.) donoe 
d'od Ton tire Bans diffiouU^ 
Hab, leg ^quatiooi (H^^) domieot 



> • 
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% 



partant 

Ceüe troisieme ^uation dtant ajout^e aux ^uatioos C^^Oi ^^ obtieot: 

t 
^in^i = ^Ji sin CO, 

eto.; 

car il est ^Tident qu'an peut troQver de la möme maniere les valeurs de 
•^411^« 9 -^^t^^ etc. 

Tel est le proc^^ par lequel la formule 

(t) = =»^^'(1^) 

cooduit aux formules (H*^\) qui lieiit les auxiltaires primitives A^, J^^ 
^3 eto. dans le oaa de a nombre /air. De \k il est fiioile de oooclure 
que le oombre des transoendantes absolument n^cessafares se rMuit k 

j OD d — j— suivant que /i=s4/ ou nss4i + 2» Legendre a trouv^ 

ees formules d'une tonte autre maniere; mais leur d^rivation de la for» 
mule (6.) roe parait digne de remarque« 

§. 27. 
L'^quation 

trouvee dans le $• IS«^ ofire le moyen de former d'autres ^quations eotre 
jii^ A^ eto« pour les cas on n serait divisible par 3« Mais oes formules» 
faciles h oonstruire par un proc^d^ analogue k eelui du §• pr^o^ent» sont 
trop oompliqu^ lorsqu'on d^mande une Solution g^ndrale« Je me home 
k rapporter la plus simple de ses formules; <fe8t*d-dire eelle relative ä 
P^slXx alorsi on a 



(l)(l) = 3-- (fc)(V:)! 
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d'ou oo tire, par la troisi^me des formules (H): 

Et comme ^.^ =^^_j; ^^ s=^^^, on peut aurai Äwire 

Pour faire une application de oette formule, je suppose n = 12. Alors 
OD a d'abord 

et ensuite 

^ö^^-^si ^l^=^^^9 ^9^^^^i ^fitS^ji^ß ^J0=^|. 

Le« formules C^^^".) donoeDt 

^5 «2*^, sin«; ^4«2*:%^»io3«, 
et la formule |[&^^) donoe 

^,i^2»m2w.»in3cü = 3* »io(j +(0) $10(^ + 0)) ^jV,; 
ou bieo 

A,4.^ 8» •i»(f+*)-'^"(T+") 
Mais 0) = - ; partaot 



n 
sin 



*'»(f+*')«'»(T+") 






ce qui r^duit T^quatioo pr^oddeote d oe|le*oi: 

A^ A^ 3^ 



• • 



AiA^ Ssiiiai 

Aimi dana le caa de /»8=12 on prat rMuire fi deux lea transoendaotes 
auxiliaires. 

Legendre parvtent ausBi h la mtoa oonduaion (Voyes page 385 du 
l*' Vol. de aon TraitiS des fonctiona elliptiques); mais par rioterm^diaire 

des traoseeodantes elliptiques« Las nouvelles formules Stabiles dana ce M^ 

A A 
moire ont TavaDtage de foumir directement le rapport ^ JJ *^ 

Maiotenanti voiei de quelle mauidre on peut r^uire lea deux auxr- 
iairea aux tranacendantea elliptiqueae D'abord fobaer?e| quo, par les for- 

25 ♦ 
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vuAm (H.), 00 a 

Mab 00 vieot de (rouver 

^«a2*^s^8io3u{ 

partaol^ oou> «roos 

et GOOUD« on2ci)soM30^8s:i/'3, oo p«ut ^ocue 

La fionnale O?''*)» ffoorfe dant le 1*15., doone 

Oooo CO doriraof «* an Uea de «> on aura 

Aotaellemeot, ai Too &ü; id, «ps=(l-|-;^^; et n, apr^ le traneforma- 
tioDy 00 remplaoe x per », oo aura: 

Gela poi^ d i'<Hi USi x^sz ^Z.poi^<P\ los lioüteB de I'btägralion per rap* 
port d ^ ^taot (pcssret^aO, oo obtiendra 






Ila{g tZlLlsaioMS't dono, oonfSorm^oient ik la ootatioo de Leginärt, 

oo a 

J^ 8 2*.3--*. sinw. rcdo 15*). 
Lee mteies fonotdes (H,) donoeot 

/»^ ^f A^ At ■U6tf.«ia7w«rio8» _ A^A^A^ ain4« 

W ** ^,^, *iMw.siB2«».ab3« A^aT"' 2ito»«».«la3i* ' 

B^ oo a trou?^ pUis hant 

^±4* = 3"*.2«low; 

parteot 

(J) » ^>-3-*. ^^^^j^^ « 3 «.2 .ili.^3;;J 
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ccoomme jij^ag^^s^, on a 

Btontomi^ par le ohangement de « eo «^ i| nendra 

Dono eo poiant «asoo8(p, on aare 

Connaiaaiit Jli et A U est fiwile d-aydr J^, 
fin elfot, lea deux ^quations 

OOIIIlOllt 

Ott bieo 

d*oä Tod tire 

-^4 = -4Qa2**3"**ir(smeü), 

et en sobsUtuant poar A^ sa Talear^ oa aura 

J^ aa 3-* /-(sin w) • ^ (8inl5^, 
De oette maiiidrey le oas de ^ = 1!) est comptötement r^iola« 

J'ai d^ doon^ TeiMnple d'ime r^uctioa de oe genre dans le eaa 
de n s 9: mab poor nodeux fixer h» iddes aar ee qoi ae patiie h V4gud 
des sombres eonposÄ inpain^ je Tds d'abord ecmsid&er le oas de n ss 15. 

lot on a: 

(?)«2l»j (y)= J,; CV)«^j (!?)=^i (1)=^; (1)=^«.; (f)«iitj 

J^ssJei Ügs^l 4iD»il«} Ai»^; ilucaili} ilus^. 

Cela fOB6 la fommle ((?"•) donno 

Eq fiusant /iss i^ la fonnide (0^) troov^ dans le (• 15« döooe dans le 
oai aotuela 

d'od on tira peat I'applioatiQn de la trc^ndme das formides (H.) 

^j^, ^, w^ rin 2(1). sin 3m. ain 4ä> . sm S« 
s 5^^,^«^6^a8m46ti.afai7«i>.i!ttlOw.sinl36ü. 
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Mais sin 13cü = sin 2 w; »in lOw = sin 5w j parfant 

^1 /^4 sin 36a s S^^s^b 910 7(ü. 
II siut de lÄ qu'on peut obtenir les valeors de J^ et J^ par -rf|» -^2» -^4^ 
€6 qui r^duit k 5 les quantit^ auxiliaires. 

Examinons maintenant 1a rdduotion que pr^eote 1e cas de /i ss 27 
dans le oombre des transcendantes auxiliaires« 

löi nous avons: 

(«)=^,i (V)=^2i ci)=^w- (?) = ><•.• af)«^si 

(U) = ^ii>- (11) = ^n» (H) = -'n; ^u = ^«i ^i%^^ivi 

La formule (&^^) donne 

^1^^ inn^ CO. sin 3 oü = 3*. sin (y -|- wj sin (y + co) ^a -'^* 
La formule g^n^ale rapport^e.au commencement de oe §• donne 

im) = 3*-(f)(?); 

De la premidre des formules (ff.) on tire 

""^""2 / ^, • rin«d.«in2w • 

/ w-^S— i \ j^L^lAiii 8infft»,dn( f4-t)(iu.8io(<-f 2)0» 

(n— 4--i\ ,_^ AiAi^iAi^yAij^ sin i co . sin (i-|»l)<i»sio(i4-2) m^sin (i*f^)^ 
4 / "^ A^A^Aj * 6iAai.6io2ft^«tta3ai»Bin46^ 

Cela pos^^ les trois equatlons prec^dentes donneront Celles -d; 

ii2jl3ul4^.sin3a).sin4ot).sin5a)«inn6ai 

=: 3^ ^7A'^-^iP*'^^o'^W*8iQ86i).sinlOw.sinllu)i 
J[3^4^.sin4a).sin5co.si{i9a) 

SS 3^^Ji|Qilu*8iolOa).sinlloa.sinl2ex); 
^[«sinQeü ^=s d!^ .A^Biat^tfi. 
On voit par*!^, que les transcendantes Ag^ A^o^ Jj,, iln peurent &tre 
dötermin^ ä raide des inferieures Aiy ^, •... ^» De sorte que on 
peut r^uire d neuf les transcendantes auxiliaires« L'^quation 
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ne condtiit k aueune r^duoüon nouvalle» comme oo peat 8*6ii convainore 
par la formation dirwte de catte &|uatiOD« 

Je borne \k las axemples de ce genre: ceux que fe Tiena d'exposer 
sufBsent pour montrer oe qu'oo dok fiure dana obaqua oas particulier. 

i. 28. 
Parmi lea iot^gralea d^finiea qu'on petit rameoer aux integrales 
EuUriennes, eousid^roDs celle-oi^ 

V(l+**)- 

On peut cqp^rer eeUe reduotioD de deiix manierea : l^ eo p 
alora od obtient 



a^ » 



a 



> 






2' . en poaaot «^ = gki' * *'® 

Dan* les deox ca»,, on doit avoir iÄ>ai ou biea f/i srs a. II est d'ailleurs 
Evident, que la Taleur de cette integrale serait infinie, »i on avait a>t'>. 
Mais, en oo cas, la valeur de Ilnt^grale 

serait fioie: et par le chaogemeot de « en n— «, les Aiuations (71.) et 
(72.) donnent 

U aiiit de \k^ qu'oo a 

«• (^) = »- -fTEr) • • • • ♦«<•• 

Le rapport fort simple, ipi'ön dÄjouTre aind entr« ces integrales Eule- 
riennes, devient plus remanroable, lorsque on le rapproche de Pexpresaion 
beancoup plus eompliqu^, qae oe inline rapport nuraft en le tirant des 
formules g^nerales (H.). 



üm:ia0* 
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L'^quation (£•) d'£tifer ne wndinnut pas aox dquatknii (75«) et 
(YO*): mabi par aa combinaisoo avee oea dernieres, oo en tire d^autre r^ 
aultato remarquables par leur simplioil^* Faisona d*abord daos Tdqpiatfoii 

^- (f)m - (f-)(«±^). 

/issn-»2i0; ^sso; od aore 

et en fmvA {d ras 2a, 9 iriendra 

V a /\ 2o / a •ia2aa> 

Celte ^quatloD oombin^ avee l'^quatioii (75.) on eo tire 

Jjä mßoie ^^latioB (£.), en y fauant pcs^ssa, rmmn^-a donnc 
De U et de l'^quatioD pr^o^ente on oooolii^y qoe 

La fonotioo f *"""" ) a la proprio de d^menrer la mdme en y dwngeant 
a en -in— o; partant on a 

Donc en äüninant ff^^^^j eotre oes deux denudres ^quafions, il Tiendra 

82.° (f ) - 2^«.«»^^=i), 

o'est^a-dire r^qoatioD frouviSe par Legendre ea 1704. Eile doniie pour 
la r^ductlon des auxiliaires Axj ^2 eto. lea mSmes formules (H^^) qua 
DOQS avoDS trottv^es autremeot dans le $• 26f 

En rapprochant de Ti^ation (80.)f l'^quation (71.) et l'^qqation 
{ß".) (roa?^ an commencemeDt dn §# 15« on en tire la oons^qaence^ qua 

r^ «*"*da? an /»• üB^^dw ^. 

A Ittde de l'iSqüation (76«) ^ on peut trouver une ^qnation anaiogue 
tive an aas deo>in. 
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Uo prenaDt p^2a — n^ y = /i — a, leijuatlon (E.) doone 
adudleiDeiit, si Tod fait ici^ rss^iin-^^Qa, il vieodra 

et eo elimiiiaDt ( JlT j*) P^^ ^ rabatitutioQ de «a valeur dooa^ par T^qua« 
tioo (70.)^ nous aorons 

\n—ai\ a / (n*— a)««2ja«i 

La meiiie ^iiation {E.)^ en y iaiflaot pst^tsin-^a^ rs=za doune 
86. (5zJ)(aiLzi5) ^ «;. . 

OoAO en ^visant ces deux dernieKs ^quatiooB^ 00 mira 

«»• GH) — »"'*''^"""-f^")- 

Mab la formnle (0'^) eit^ plus baut^ doime 

partaat l'^iiatioD pr^o^ote est (en vertu de T^^piatioo (73.)) ^^falente 
«ü celle-ci 

ou bieo u eeUe«ci: 

De Sorte qu'on peut cmieeDtrer dans une seule ^quation las deux ^qua« 
lioDs (83«) et (90*)* Mais, pour la ekurt^ dea id^ U eoofieDt de lea 
laisser 8^par^# 

Cette a^paratioo va nous servir pour en tirer une eons^qoenee qui 
paraH 4U)i^pi6e» Voici en quo! eile consistet Seit 

Z = ä'*-*\ /'(1+ «») — i»^ 
£u differeotiant eette expresaioD^ et int^rant enauü e depuis z^bO |usqu a 
^s=soO| on obtienty en observant quVi ees deux limitea ZszOt 

Cela poa^f «i l'on cbaoge ;i^ en — daos le second membre de wUb ^ua« 

Cf«lle*8 loiirMl «1. »1. Dil. XYU. Hfl. 2. 26 
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tion wulemedt, on a 

PaHant r^nation (91.) revient u dire, que 

»3. y^ [X» «^- V(t+x») I == "2^- \/^ V^(l+x") - 
D'fl^r«8 oela l'-^aatioo (90.) deyieBt ^qoivatonl« A oelte-ci: 

Rieo o'cmp^ohe de ren^laoer id la leltre a par a — \ns alon on a: 

Au iieu de cette ^quation, je vom l'^quatkni 

dans la page 95 du MAntnre sur les inmscenduntes ell^fiaues, publik par 
Lpgendre en 1794« Mais je peose quit y a lu quelqiie m^rae; oar en 
ex^cutaut la traosformatioD indiqii^o par hege%idre je ne trou?e pas ce 
rcsullat. 

Ed rapprocbant de lequatioo (88.) leqiiatiou (A^^^) obtcnue datis 
le $• 20. nous aurons 



n(2a — /tjMO — 



Tiirin le 16. Avril 1836« 
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10. 

De ueqnatione ^+y^ « «"^ per mimeros infegnNB 

resolvenda. 

(Aoetort, E. S. KumnuTf Dr. pbiL| pramptoft gjmofäA JAgmevubk) 



l^od dariitiniiis Fermat opiitendit: aequatiooem 4^+7^^ ^^>^ P«r 
numeroe integrot reaolri non posae^ haud dnbie ad ekgantiarima tbaora- 
mata raferendum ett^ quaa da iiiini«t>rain propriefatibiiB haetenna propiK- 
aita 8iuit| cujus aulem damonatratio gravMBiQua diffioallatÜNie videtur Ubo« 
rare. Quarnquam eoim iocramenta permaipia nostrb Camporiboa theoria 
nuanworum aooapit, tarnen geoinetrae darisrimii qui huic tbeoramati ope« 
ram tribueruot» paueoa solummodo casus aimpliaiores demoostrationibus 
munire potaarunt« Cl. MDukr, L^enäre et L^fsune DirieMet pro potasta«- 
tibus tertiis^ quards^ qumtii et deeimia qoartb thaoramatis hujus demon<- 
atratlooes inreDarant^ qoaa in eo couyaiihinC, ut ex aequatiooe proposUa 
alia ejusdem formae aaqnatio aU<A^tar, cujus uumari variabiles misiDres sint 
quam aequationis datae varialMlas; aräficia autem per qaae ad haue aeqiuu 
tiooem luanlam penranerunti pro potestalibns dirersis maxime di?ersa sunt^ 
nequa ad alioa casus applicattonaa patfaintor» Itaque ras neu mnltiim pro- 
feoit. In re tarn difißcilii ofsi onuii projreutu carere rolumus^ a facilicri- 
bus inmpienduoi esse nobls necesaariuyn videturi itaque aequatiooem Far* 
maiiaDam pro potestatum indidbus paribusy uobis tractaodam prcponimus. 
Haue etiam disquisitionem &ciUorem ad finam parducare ooudum uobis 
oontigity attaman sununaa aliquas^ quae banc rem quodauimodo promovere 
rideniur cum geometris oommunicabimus. 

Disquisitio noatra praaaertim buie theoremati iooititur : 

Theo rem a 1« |,Si n est nnmeriis primus, atque a et b inter se 

primif quantitatea a±i et — ^r-^ uoo habet iactorem communem^ oisi nu- 

merum n, sirero ^±^1^ habet factorem n^ eoodem etiam n i; A habere de- 
bety et numerus {actomm n in tt±h'' numerum faotorum n ia a±h unitaia 
auperat 

Qr%\W% Jouma) d. N. Bd. Xm. HS. d. 27 



4t4U^ptali 



Hujus ibeorftmatiff voritas facile prohalur «z aeqoatkMie ideotica 



babeatt etiam n(flh] 



minus soIos ad dextram aequationis (L)^ qoi fiftotorem a±t non oootioet) 
per eundem faotorem divisibilis esse debet« et quia mb et a±i intev se 



pMui sim^ maximus iaotor eommuiitt quem quantitafes ^^^ -^ et ajr6 ba» 

bere possuntt erit numerus n* Ad älterem tbeorematis partem demon^ 
strandam obserro ooefScientes omues 

P 1.2."* •••^ 1.2.3...-Ä t*... 

quia integri sunt^ et numerus prinuis n e numeratore per denomioatoris 
&ctores minores toUi nequit^ per n esse divisibiles« Inde sequitur a^ + ft* 
laotorem n continere non posse, nisi simul a±b per n est dinsibilisy po* 
sitisque ar+b" ssi C.nf et a±& s c.it^ ex aequatume (h) se^piitur 
X sss K — 1 , id quod demonstrandum erat. 

QuUnis praeparatis ad aequationem prqnisHam vtrtamur: 

2. a^+y^ =: «^. 

Sal?a quaestionis generalitate numeros t^ y^ z mter se primos ao(^imuS| 
et h numeram primum» si enim duo numerorum x^ y^ % laetorem oom* 
munem baberenty per eundem etiam tertius numerus divisibilis esset, at* 
que hie factor omnium communis toUeretur, porro si K esset numerus com- 
positus e faotoribus primis Ks=a.ß,7...i.9 aequatione dP*^«|-y^ss«^ satis- 
fieri non posset» nisi aequationes a:'^+y**"s5ss:^^ x^^^ßj^y^zsiz'^ eto» 
omnes simul per nunieros integres soivi possent» Praeterea patet nume- 
rorum Xy y, z unum parem oeteros iropares esse et quia summa duorum 
quadratorum ioter se primorum per altiorem potestatem ipsius 2 non est 
divisibilis^ sequitur hunc numerum parem non esse z^ sed alterum nume« 
rorum x et y« Huno numerum parem nos ubique acctpiemus esse y. 

Jam tbeorema supra demonstratum ad aequationem proposliam 
apptieemus« Cui si forma datur: 




la Kummer, dtotfutttoa» a^'^y^Msn?^ perrmmerotint^vsr 

palet pripno, n 9 footorem A nos oontfiMt» qufa «*•— y^ et ~ 
te pnmi snot, esse 

et qnk «+x et «->>* fiMtorem «mununeiD 000 habent 

Si vcrv X ^et K ^üainVä est, mwumeque potestas qpsfus A quae in x ooo- 
tioetnr e«t A*" , o:^, ideocpie a^'— /* babent faotocem X'^, itaque per theo- 
rema (1.) sc*— )r* continebit fiietorem X''^', denique quia solo ftctore 

oooamuni A noepto «»— y* et ^, _^a - inter se primi sout, esse debat 

a, «*— y* SS X^'^'a»* 
unde 

SimiU mode mc aequatiooe ar^ — d^asy*', ti y faotorem X doo 
eoatinet, sequitur 

8, »»— a?' — *^ 

Per bfpotbesia est y numerus par, sf 9k x impares, itaque si maxiaia 
potestas qpsius 3, quae in y oontinetur est 2^, «f^ bebet fMlerem 2**% 
eundem faotorem bebet z*—'X^f iade quia iBiaT»«'a«w divisor communis an« 
merorom z-^x et sr— « est 2, sequitur 

Si rero y per X dirisUttlis est» et maarima potestas ipsius X quae in y eon« 

tioetur est X^, per tbeorema (!•) erit 

10. a*— ** =s X'V-***'. 

Praeterea si aoci^mus maxiniam potestatem numeri 2 quae in y eootine- 

Uir esse 2', quia etiam b eundem &otorem 2f bal>ere debe^ erit 
U. sire z±x s« 2.|>»* et zl^x « 2*»^.A*^^.y, 

12. «?6 z±x « a.A.'*-»!»*» et «±« as 2«*^.f»*. 

bde qnatnor eaana iq^eoialea ernst dUoemendi, primus quo neuter 
muneromm x et y per K est dirlsibiliBy seoundus quo numerus impar x 
fMterem X bebet» tertins et quwtus casus» quibus numerus par y per X 
divirilMÜs est^ Pro singulis Hs casibus estt 

I. «+r «» w«*, «— y a= «^, «±araa 2>»*, «T« = 2«*'-^ ^, 

,« , II. ar + ya:X«^.V«*, «7r««^, *±a?=r2;i^ «T«=s2«^V, 

IV. ar+yaivH »+y»(tf»», «iarrs2.X"^>^ «T«=»2'»^'.y'^, 

27 • 



206 iO. Kummtrt d« aequatiew a^^f /** ss i** ptr nwMre* intt 

ex quibos 4edueuntar fonnae mmMromni tc, y, z: 



14. 



TT . — W^.V»»+<»)*> j.^ — y^^<^ 

11« « «3 — ' — j-**— > ±y — - — j- 



m. s 






l 



*'• » ^ ""' ^ > 7—^ — 2 — ' 




• **» 



biniB ipsiot « aieqpniibm posftit 6it 

n. X*^* u«*+w^ B 2|>^+2^^i^, 
**• ^ HL v^ + co^ = 2/*+2^-»A*^.^, 

lo onmibm üb aeqmtioiiibini nomeri iP, ca, p ei q imparet et kiter m primi 
suiit^ miinerl t; et oi CeMtores ipaiiis xr^ et j? et f fttoterae cnmari y. 

£x aequatiooe proposita a^+y^sss^^ sequitor efiain W+y^) 
(«*~>^)ss«^, et qttia ftotores «*+y* et «* — y* ioter se primi sunt: 

limili modo est («^±^)(a^T^)sy^» onde qoia maxhniis fibotor commo- 
Dis Dumeromm «^±4:^ et n^'^a^ eat 2, et per Iijrpotliena maxima p<4e8ta8 
ipshii 2, quam y eontioet est 2% liabetor 

IT, «*+«* = 2.C^, «*T«^ = y^.ß^. 

Signa ambigua ± et 7 ite aee^ienda sunt^ ot eam i^oiB ae^ntipniini 
(13.), (14*) et (15«) ooDTemant^ abi emm fai iUia aeqoationibaB aigiia mh 
periora vel ioleriiMra vatent^ eadem etiam m Ua vaUbont. 

Qvum probabOe sit omaes quaftoor eaaua quoa sopra aepararimoa 
ooD pro omnibos muneria X looDm babituroa essot dijadioaiidum ?ideliir: 
quioam casus ad oertos numeros K poednt pertinere» Prunum aeeipiamiia 
Diimenim primum X talem esse ut etiain 2X4*1 ^^^ nomenia primtiSy id 
quod ex. gr. evenit pro oumeris X=:3» 5, 11> 23^ .29, 41, 53^ .«•et 
pro alliis Innnmeris. Quo posito inquiramua an aeqaatkmvm (13») iitrae- 
que partes secundum modolum 2A-)--1 congniee esse possint. Qoia per 
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oogmtniii tbeorema amoiB potestss 2X^ miifati oongnia est modolo 2A*4* ^ 
(namero primo) nmi per 2A + 1 «t dmaibilisi fiudle eognosci potest ae* 
^atioimm (15.) catii» L et IIL cooristere non possei nki ^ per 2X-(-l 
dtrisilMlis sit, sed casm II. et IV» nullomodo locom habere (eara Aas 3 
excepto). Praeterea demonstrari potest etiam prinnim easimi rejioiendiim 
esse, est Onfan identioe 

p<Meroesta;*^~^sy^ietossiiprinui|deqaoagitiir9 «•— «*sä2^^;^5i.f*^ 

ergo TTT^ ^ potestas 3X% qiiae sit y^. Giim aupm iDtentoin sit 

oasQ primo ounoemm q per 2X+1 difUbflem esse debere^ etism $^^x^ 
hoM bctorem oontiiieat nee e s so est; ita^e ex aeqoatioiie (18.)> termfnli 
per ar*-^ rire per 2A.-|*1 ^visflbiHbiia omisrfsi habemiiB eoagmentiaiiii 

19. y^ 9 K(zsy^ (med. 2K+1)^ 
JhdqpB BK aeqfBmiiiHu^ et ±«sa:|>^— 2*^V •^- 

tnr ±^si et asl modolo 3K+1, mde («tf/^sl (mod.2K+l); 
Uaqpie ooogfnieiitia 19. motatm» in 

20. y^sK (mod.2X4-l)» 
qoae eongraentia auUomodo looum habere potest. Soloa f^tur lemanet 
casus tertius^ atqiie babemw 

Theoreme 2. ^,Si praeter K eliam 2K-f 1 est Bunems primiis, 
aeqoatio a^+y^cs$^ per mimeroa istegros soItI neqoH^ msi yv qai est 
nmneme par^ rimnl per K et per 2X4* i dhidbOb est| et itameronmi 9, 

y, a formae amiti r«!^^±^, y^l^jS?, «s;:/]?tt4.2*^.X»^.y**, 

Consideramns etiam resUna^ qaae aecpiatiooes (lÖ*) daat modulo 8. 
Qiram nmnerormn fai^arium jtp ^p v, c* qoadrata stfe poteefates pares uni- 
Uä coDgraa sint modolo 8» es aequetioiiibiis flUs habemos eongraentias : 
pro oasu seoundo: l-f X^2 (mod.8«), et pro qnarto oasut l-f-l^^X 
(mod# 8.) 9 UDde ehioet easam seeaadam non posse looom habere nisi X 
habeat formam Sn+lf nequecaamii ^artmn nisi sit K^sistn^i. Oeoe- 
raBos autem demonstrari potest. 

Theoreme 3. ^ Casus prtmuS) seeuodus et quartus non possuot 
loonm habere nisi X habet förroam 8n-{* li pro eoteris fiNrmis nameri X, 
Sn-^3f Bn^S et 8n«f 7 sohis oesiis tertiiis looom habere potest-'^ 
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Hoc theorema demoostratiir ex aequatlone ideotioa 

est cnimpro casibus I., IL et IV, u^T^^V^^Df^ et «qFa?«»'*^^^ 
ergo 

22. -2^?^ es JB** 

iode^ temniDis per 8 di?isibililHi8 omisstSy aeqiiatio (21#) imilatiir in oongn^entiaiii 

23* JP* s K{Xxzy (med, 8) 

porro e fwinis numeronim ^x et 9» ad (14t) notatb seqmtur esse ubique 

±xz ^ 1 (modt 8)| üaque oongnieDtia (23.) motatur ia 

24. 1 s \ (mod. 8) 

quae cengruentia contuiet tbeorrana pronuneiatuin. 

£e?ertimur ad aequatiooea (17.) quae in haao formam redip possiuit: 

25. 5^— C?^ « 2^\ß^, C'^Tx^ — z'^'jy'. 

Casibiis L^ IL^ et lY. z^x factorem K wm ooatiiie^ pro iis igitur easi- 

bus neque z^ ^x , neqiie D iactorem K potest eontiiierej itaqae per theo« 

rema prinium ex aeqiiatiooibus (25.) sequimtiir^ 

26. *— (? f» 2'^V^* CTx ä 2^-' s^, 

ex ÜKpie additist 

27. ZWX « ?^'^(f^+«^), 

et qtiia pro easibiis !• IL et lY« est arq:ars2^*^^> habemus 

28. f^+#^^ = 2,v^. 

Pro eastt tertio zTx eontioet foctorem V^^ ergo z^:fx^ fMtoram ba« 

bebit ^^^ et D factorem K^, iade per tbeorema priaumi es aeqoatkmi« 

bus (25.) pro boo tertio easu deducimtor 

29. x^C = 2^^. K^-' f^, C^i^x^ V^K^-^,^, 

quibus additis? 

30. zTx = 2**^.7c*<^.(l^+^) 

et quia pro casu tertio inveDunus z+x^ss^J^W^^f^^^ est 

Numeri r, s, et g aequationum (28.) et (3h) factcMies sunt mmieri if, 
ideoque etiam numeri D, ideoque etiam mmieri y, eaeqiie aequatimiea 
coDtioeut tbeorema insigiie: 

Tbeorema 4. ,,81 aequatio a^-\'y^tssQ^ per nomeroa iotegros 
soivi potesti semper inTeniri posaunt numeri treS| r, s et q, numeri y, ejus* 
li ut satisfiMiant aequationi r^-(*^^2.9^.** 
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De notnerls r, 9j ei g paaca adjicieDda ess» videotar« Per nuine« 
rm X, y ^ z determinaotur boc modo: 

oastt L, !!• et IV# { /^lA-Jvf 

35. ,-.(ii|fi)* « 2^^K?^-f^, ' 

Fieri potest ut numeri r, t, et q, qiioa bae aequatiooea pcaebent 

factores commimes babeant^ qui vero, oam omnium triutn oommunea esse 

debeaot, ex aequatiooe f^-\^s^^ss7.f^ toIU potemat« Praetene eonteiH 

do^ iis ÜBictoribus commuaibus soblatis^ numeronim r et « fiMrtores onmes 

formam 2\fi+ 1 babere« Notum est eoiin ibrmae z^'fx^ feotores omnesi 

qui noo sunt faotores ipsitis z+Sj baoo fomiam baberoi nnde sequitur 

onmes etiam factores ipsiiis D^ qiii non sint fiictores ipsios z+x, me 

ipsius q, eandem formam babere. Qmmi reato nmneri r et s fiactores 

siüt oumeri D, e quibiis per bjrp« faotores cum q eommunes sublati son^ 

sequitur omnes eonim fisctores formam 2 \ii 4- 1 babere« Si oertum ali« 

quem £iictorem primom numeri r accipimus esse 2hm ^ iß ex aequatiooe 

r^^^ssS^ babemus ooDgruentiam 

38. *'^ s 2-f^ (mod. 2\m+l) 
uude 

39^ s^i" = 2"'-y'^ (mod. 27^+1) 

et quia per byp« numerus 2Xm-f*l est primus, esse debet 

«*^- = t et ^"^ = t modulo 2\m+ 1 

itaque 

40. 2"" ~ 1 (mod. 2\m + l) 

buic igiuir congnieotiae omnes faotores primi numeri r satisfiicere debeot« 

et apertum est hoc idem de factoribus primis numeri s vaiere. 

Ligoioii Oet« 1835. 
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u 

De integniilras defimUs et seriebiu inflnitis. 

(Aadon S, S, Xummm; Dr. phfl.) 



In oommoitatioiie Irajus diarii, tom« XU, ptig, 144» dedlnrai theorema, 
«ujna ope 6erie<s inflnitae^ qiuw aequatioiuB BioMtiaiiae fatognle omnplatuin 
continet, per integralia definha ca^cbni potoenrat, fbimnB tnänoHmtbam, 
plora edam theoremtla flrtmilfe nos alio looo ene eiliiUtiirai« Qiiae theo« 
rexnata nnno proferemus. Quom enim sefws iofimtae et iotegrelii defioite 
formae siot sinipUdseiinae et luitatiemiiaei quibus fmictionee transoeiidea« 
tes exprimi possuot, aiterius formae tranafoniMitio in alteram magni mo« 
meoti est habeDcIa» Int^gralium dafinitomm traiiilormatio in iMim^ per 
evolutionem funotfonis integrandae, fere aemper iaeSe perfioitiiri sedmulto 
diffioOiua est alterom probiema, de aerusrum infioitanim traosfonnafioiie 
in iotegralia definfta« Id hoc eoim problemate aotveado deest methodus 
generalis^ quae aacceaaum eertmn babeat^ et pauoie 8oIiim caaibua artifioia 
flingulariai abe methodi nonnuHae auigularea^ ad fiaem propoaitum perdu* 
coat. Noatra etiem tbeorwnata methodoa aliquas specialea ooutuent, et 
oertia aobim aerierum dasabva applioati ponunt, omDea entern origmem 
trabunt ex fönte oommanii et quodammodo exempla aont methodi gane- 
ralisy quam primum explicaturi aumus. 

rocamua integrale defimtum 

in quo U sit ftmotio Tariabilia v, f{iiy k) fnnetio quantitatum tc et A^ et A 
Sit numerus integer i et fadamus hoc integrale aatia&oere aequatioai 

in qua B^ eat ftinotio data numeri k. Porro aecipiamus aeriem infinitem: 

2. ^A^^0)+-^iAM,l)+^/(tt/2)+....etc. «^(tt) 
cujus summa (P (ii) per functiones notas exprlmi possit. Quibus podtis ertt : 

J^lJ(p{u)dti 



/ 
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et per formulam (L) . 
f^Uq>(u)du ^Jl^Uf(u,0)du[4oBo + AiB,+A2B2 + .... etc.] 

uve 

f^üq)(u)du 

f^ üf(u,0)du 

Hac metbodo si series aliqua per iotegralia definita exprimenda pro« 
poDitur, factores oerti ifoi Äi^ A^ etc. a termiois singulis sunt sejungendij 
ilque ita sunt accipiendi^ ut seriei (2.) summa facili negotio possit inveniri; 
eo consiiio etiam functio fQii, K) apte eligenda est, postea spperest ut funotio V 
inyeniatur^ quae satisfaciat aequationi (!•)• Generaliter igitur cujuslibet seriei 
summam per integralia definita exprimere possemusi dummodo functionis 
IJ determinatio idonea siiecederet» De hoc yero problemate^ quod diffi- 
cilioribus adnumerandum est, et metbodos sibi singukres poseit, alio loco 
commentari nobis proposuimas, hie autem ex cognitis nonnullis integralibus, 
quae aequationi (!•) satisfadunt, serierum infinitarum formas quasdam, per 
integralia definita expressas, inToniemus, et theoremata nonnülla metbodi 
modo traditae amdUo deduoenaus. 

Primum aooipiamus integrale J er^ ti'>+^^ du^ quod Cl* Gauss de« 
signat n(a-|*^~l)f eol\\jA nota est formula reduotionis: 

quae comparata cum aequatione (1.) dat fJ ^ss g^'^tf^^ f(u,k) ss u\ 
Bi^=s a(a-|"l)**«*(^"t'^ — 1)> ^yuibus valoribus substitutis in aequationi« 
bus (2.) et (30 f habemus 

Theor^ma h ,,Bi eognita est summa seriei 

habetur 

f^e'^u^^^(p(u)du 

/ ö-**!!«-* du 

sivo 

1. Jo+aA + a(a+l)il. + --- etc. =%^^/"«""«^'"'<P(«) rf«<" 
Hujus theorematis usum exemplis nonnollis explicabimus« Si poqitur 

(P(ti) c= oos(fi.taDga(r)9 estilo = 1 1 Ji — 0, 4, == J72" ^ ^3=0, 

Crettc's Jonmil d. IL Bd. XVIL Hft. S. 28 
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-4^= + i^o^3^ ^*^* itaque pef aequationem (7.) 

== ff(Jrrr)X'*~" *^"* «o»(tf tangor) rf«, 
hu jus autem seriei summam notam {eo%xYco^{(Lx) substituente» habemus: 

yfh CO 
^-u yft^t ^Qg ^1^ tang j?) rfu = n(ct— 1) (cosÄ?)" co8(ax> 


SimilT modo^ si sumitnr (P(fi) s=8iii(frtaDgjer) unde ^ssO, Aiss- ^ ^ 

il^ssOi ^3,= — % ^ Q etc.^ est per aequatioDem (7.) 

|.tangx- <£i±^±2> j^^g,^^ _ _2_y^ V"tr» 8iii(«tapg»)rf«, 

et quum hujus seriei summa nota sit (cosjr)" siDaar^ sequiturr 

9. /^^"ti""'*.sin(vtangjr)rfir == n(tt— l)(cosx)' 

iDtegralia duo^ (8») et(9.y> quae theoremati» auxilia iovieBimuB^ famdudum 
a geometris ioventa suuti, et variis modi» demoostrata ^ attameo haeo de- 
moDstratia nostra ea videtur aliis praestare^ quöd quaBtiftatum imaginaria«' 
rum ope dod eget^ et pro qiiolibet valore positiTO^ integro vel (raoto mi«^ 
meri a^ aeque yalet«. Generaliter si quantitates A^y A^ eto» ita aodpiun«» 
tur^ ut neu solum (P(ti)jt sed etiam serie» ^ + ^^f+^(^+l)^ + -««» 
summa per {unetionea notas exprimi possit, integraliiim definitorum va« 
lorea ioFeuiuiitur. Ita si ponitur (pr(fr) ss ooa(2V'(^if))^ est A^z=.\^ 

A^— ^\ 4i= 17^172^ ®*^' ideoque 

praeterea sf poirihir a = | , haeo serre» transit in erohitioiieiB ipsiiB «"% 
et fik n(o6— 1) =n(— 1)= /"JT, itacpie est 

y«-"fr*oo8(2/"(artt))ifif ^ /"r»«^, 
0' 

sive posit» tr ss tr' et x= s' ; 

Afiud tbeovemac deAtoema» ex intogpaU 
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quod hanc habet formuläm reductionis : 

Per comparatioDem hujus formulae et aequationis (1.) habemus pro hoe 

casu f(u, k) = u\ U = f^^ (/ — ) 9 ßk = Gxjfc ) > ^^qüe ex aequatio- 
nibus (2.) et (3.) seqaitur 

Theorem a IL ^^Ex cognita summa seriei 

13. ilo + -4iti-p--42ii^ + *--* = ^(M) 
sequitur 

sive 

Exempli gratia aocipiamus 

üC cos AI "" %V^ B «• 

ffi(ll) = 5 jr ^.^Jl^k.z = ^COSCO+Jp'llC082w + a?*ll^0083w4-..., 

^ ^ -^ 1 — 2xucosca-t-x'u' • * • 

unde fit ilo = xoo8eo^ ^i«3s^cos2od^ ii^ssx^oosSco et6«i itaque per 

aequat. (15«) 

m jgcosg» , jg* C082» , ■ jc» cosSo» , 

I p «■■"* ( / — ^1 (x cos a> —x' ii) cfu 

~ n(/— l) •/o 1—2x11 cos w+ar* II» * 

Idem integrale, cujus ope theorema !!• inventüm est^ aliud nobis 
theorema praebebit per formuläm 

"• /.'«-"('fr"'- '-^•fF^£^=^/'--(4r'"" 

quae, cum aequatione (!•) comparata^ dat; 

ex:^quibi]S substitutis in aequat. (2.) et (3,) sequitur: 

Theorema III. nPer cognitam summam seriei: 

18. ^+J,ii/i-+J,(ti/l)V.... ^<p[nl^), 

habetur hujus efiam seriei summa per integralia defidita expressas 

28* 
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,o JL. I ^-"^ .1 l ^(^+^j''^ J I - /'"'•" (^y^ ("4)'^" 
«ive 

Hoo theoremate uti possumus ad inveniendam summam seriei 1-f- -^ 
4.^ + |l-|...... namsisumitur «=1, ß=l, et (p(«/i) ^c^-'S = «-"*, 

est J!o = 1 > A = Y> -42 = j-^ etc. , itaque per aequatioDem (20.) 

21. i + i^ + |! + £! + .... =^'„-»'rf«. 

Hio etiam illud theorema recipiemus, quod in hoe diario tom. XIL 
pag. 144 jam prosuimus^ eoque ad integralia nonnulla invenienda atemur. 
Quem ad finem consideremus integrale 

quod hoc modo per functionem EL exprimitur^ 

et hano habet formulam reductionis: 

Quae 81 comparatur cum formula (l«)^ eA f{u, k) z=z t^, 

iisque substitutis in aequat (2.) et (3.) habemos 

Theorema IV* ,,Ex oognita summa send 

23. A + A« + Jii tt' + Aii^ + . . . . = ^(u) 
sequitur haeo samma seriei 

« «(«+!) _. y^*fi^*(i— i«y-^»(P(«)<f« 

24. 4, + ^A+^^^q:i5^ + /'««-»(i -«>*—' rf« ^ 

•/o 



8ive 



25« '^+"ä ^1+ A.^ , jj-Jz+ . • • • 

= ti(.-Z^l-i) /'«"<' -«/—(PCX» 
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AequatioDi (25.) ponendo t£ = 82n'u hano formam dare possumus 



Nunc 81 ponitur ^(8in'r) = co8(2ßr)^ ex evolutione nota 

sequitur 4, = 1, ^1 = --^, 4»=+ <^Wl)/g(<^-<) eto. q^ii^ug ^„1,. 
stitutis in aequatione (26.)} est 

'*^' *"'rr+ — rrTT2 — ••*• 

hojii8 autem seriei 8umma per funetionem W as8ignari potest (vide Gauss 
di8qui8it. gen« c« seriem inf. etc. pag. 28) 

a.ß , a{a+i)ß{ß-i) _ n(-|) n(/9--a~i) 

§-i ^ i.i.1.2 ^n(/?-i)n(-a-i)» 

iode aequatio (27.) trao8it in hanc: 

haec expre88io per foniiuIa8 fundamentales functionis EL non parum sim- 

plificatur, et formam slmplicissimam obtinet, si mutatur a in -j> ^^ 2^* 
quo facto prodit: 

^? .co8^n(«-i)nf/9-i) 

28. y^ («iir)"-»(ooir>>-'co8(a+ß)t><?t>= n(»+/y-l) 
Simili modo u in formula (26.) ponitur 

f sin' V) = "°(2^-t)" 
invenietor integrale 

/»? •in^n>-i)n(/9-i) 

2». y^ («n«>r'(co»g)^-*«D(a+ß)t> dv ^ -" n{a+ß-ij ' 

Sed fedle etiam hoo integrale ex illo deduoitur, nam si in illo v mutatur 
in -^-^Vj a in ß et ß in o, prodit 
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n 

« ^? cos^n(a-i)n(i?-.i) 

+ «in(a+ß)f^ (8iorr*(co8ry-^sin(a+^r rfr = nca+/g--l) 

ex quo per formulam (28.) sequitur 

n 

f^(.nf^ »)°~* (oos »)^* sio (a + ß) t? <f r 

. (co»^-co8^-coe(a+/?)-|)n(a-l)n(^-!) 



•^mmmmmm* 



n '» 



«i" («+/?) ^.n(a + /?-i) 



2 



quae formula cum aequatione (29.) identioa est, quia 

ßn an % o\ ^ 

cosi^ €08 — cosfa + z?)— ^^ 



Sin 



— — — oiu 2 * 

Bio(«+i9)^ 2 

Alind integrale theorematis quarti ope invenituri pbneodo a = it. ^(sin^r) 
s=s cos (7 v) , inde per evolutionem notam 



cos(7 
habemus 



s 4 2 2. , , 2 V2 ^ / 2 \2 V . 4 

*') = *—rr""*'+ iTO 8m*t;-.... 

. . .' 2*2 - 2 \2 ^ / 2 Va / 

4, = !, ^x = — ITT» ^= T-jTjTä » «»«• 

quibüs substitutis prodk 

2*2 , 2 \2 ^ / 2 \2 V __ 

ß.i "*■ /?(/?+i)i.2 *••• 

et quutu hiijus seriei 'summa per functionem 11 exprimi possit hoo modo: 

n(/g-i) n(/9-i) 
n(^+|-i)n(/?_f -i) 

est n ' 

/ <oosr)'^»cos(7t?)rfi> =r — / ' \ / ' ^ V » 

•^^ . 2n(/9+|-i)n(/j-|.-i) 

deoique si ß mutatur in ^^ , et n(^) ^(^^) tran*f<MniMtur in 
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^T.2""'^n(ß), hoc integrale accipit formamr 



3a. /'(oo8r/co»(7r)rfa = "W) 

•^^ 2/»+.n(te)n(^) 

Eadem methodo inveniri possunt integralia duQ 

/ (sin vy cos (yv)dn et / (sin vy sin (7 v) dv, 

sed faoiliori negotio deduountur ex eo^ quod oaodo invenimw^ quod bunc 
ad finem ita repraesentari polest 

et ex boa 

(eo%vfnln(yv)dv «= 0, 

n 

onjus Teritas sponto efucet» Nam si illud ducitur in; cös-^^, hoc in sin^, 
fit per additionem r 

81 rero afterum duaturiB sin-^^ alterum ia cos^, per subtraotioneni* 
eorum fit: 

dienique sr v nratcitur ia •»"— r^ babemu» 



32, / (sin »y ■ii»(7tr) rf^r = -^-jL-—-— , 



Ex invent<> Talore mtegraKs 
formula reduotionis: 



N 
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n 

COS (a + ß) ^J (ain t?)"^* (cos r/ cos {(i + ß)vdv 

5 co8^n(a-.i)n(i?-i) 

+ sm(a+ß)f^ (sinrr»(cosry-^sin(a+^t^rfr = nca + /g--l) 

ex quo per formülam (28.) sequitur 

n 

y^' («in»)^* (cos»)^* sio (a+ jS)» rf» 
- (co8^-co8^-co8(a+/J)^)n(«-l)n(/J-!) 
"" «io («+/?) |-.n(a+/9-l) 

quae formula cum aequatione (29.) identioa est, qaia 

cosi^ cos — eo8fo+/?)— ^^ * 

= 8in-^, 

Aliad integrale theorematis quarti ope inrenitur, pbnendo a=s|,. (P(8in-r) 
s= 008 (7 v) f iode per eToIutionem notam 

co8(7r) = l— |7j-«nr+ ^-^-^-^ wn*»-.... 

habemuB 

. . .' 2*2 - 2X2^/2X2 / 

4, = !, ^x = rnr» ^= 4.1.1.2 » ***'• 

quibüs substitutis prodit 

2 2 , 2 \2 ^*/ 2 \2 / 



1-^W- + 



/»•i ^ /?(/?+!) 1.2 



• • • • 



et qiiutu hujus seriei 'summa per functiönem 11 exprimi possit hoo modo: 

n(/?-i)n(/g-i) 

est „ ( 

deoique si ß mutatur in ^^, et 11 (^) n(^) transformatur in 
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^T.2'''^n(ß), hoc integrale accipit formamr 

30. /'(oo8r/co»(7r)rf« = "M^ 

-^o 2/»+.n(^y)n(^) 

Eadem methodo inveniri possunt lotegralia duQ 

/ (sin r/ cos (yv)dv et / (sin vY sin (7 v) dv, 

sed faoiliori negotio deduountur ex eo^ quod oaodo invenimu»^ quod bunc 
ad finem ita repraesentari potest 

-f ' 2/'n(m)n(^) 

et ex boa 

(co8t?)^sin(7r)rfr = 0, 






cnjus veritas sponte ef uoet«. Nam si illud ducitur in; cos -^ , hoc in sin ^ , 
fik per additionem r 

Cco8r/cos(7tr— ^)ilfr = , //?+a //^-y\ " 

sr vero afterum dudtur in sio-^^ alterum in cos^^ per aubtraotionera* 
eorum fit^ 



1 



denique sr r natatur in •B"->ry babemi» 

r» * «co8{?^n(/y) 




Ex inventa valore integrelGs (30r) sive alü» modi» fiMiie dediicitur 
formula reduorionis: 



\ 
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n TT 

f ^(co8ti/+^*-* co8(yti) äu = Äi/" ^ (cos ti/-* 008(7 ti) ^^y 
in qua B^ Bignificat hano expressionein: 



baec formula praebet theorema: 

Theorema Y,i |,Si ponitur 
33. ilü+-^iC08'ii + -42Cos*tf+-43C08^tf + •.•. = ^(cos'tt) 



et 



est 



34. iJ - A,+ (^+y+l)(^_y4.'l) 

j, /?(/g+l)(/g+2)(/g+3)^. . 

"^ (/?+y+i)(/?+y+2)(/J-r+i)(/J-r+2) "»'"'• 

/ (co9 xi)^^ COS (y ii) qp (cos' m) du 

35. Ä — dji ^ ^ 

I (cos ii)^"-f cos (y m) <? tt 



sire 



36. Ä = ^^ — ^n(^-iy ^ — ^7^^ (cos ti/-^ co8.(7ti) ?>(co8^ ii) df ii/' 



Hu jus theorematis exemplum siniplex. habemus ponendo ß = 1^ 7 =s Sa, 

^(cos^u) = co8(22costi) unde 4) = 1, -4i= j-y, ^~"^"iT34 ^*^'* 

quibus valoribus in aeqnatione (36.) substitutis est : 



37. 



z» . «^ 



» » . -T* tM % \ -.^ • V />• \ /rx V •■■" » • ♦ • 



(l+a)(l-a) T^ (1+a) (2 +«)(!-«) (2-«) 






s=s ■ . ^ / cos (2 an) cos (2ä cos ti) du. 



Aliud theorema dedncitur ex formula 

ff ?r 



/*' (cos vf-^^ cos (ß+a+2Ä— 1 )vdv — Bif^ (cos »)'»— *(ß+a- 1) t> dtv 
ubi I 

H / ^Nt g(a+l)*>-.(«+A:— 1) 

quae per aequationem (30.) sive aliis modis facile demonstratur« Per com« 
parationem hujus formulae cum aequatione (1.) videmus hoc casu statuen- 
dum esse 
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qui valores in aeqaationibus (2.) et (3.) porili danC^ 

Theorema VI. y^Si oogoita «st summa serisi 

38. J,oos(eM-ß— l)tf +iltOos(»f0-|-l)»4-JiOOt(fl(-i-ß+3)tf 4-.... te ^(u) 
bab^nr efiam ba|qs seriei summa: 



4ft jL "vlJ-Slfeil^A— — Jo 



j^^'^wm 




n 



(üQSlO'-^^flpCll) rfW 






<ire 



Hoo ttaoremate ai nd Tobmins ad iDTeiiiandam sommam. aeriei 
^+Ä+?(?:^T3+--' fi«rideb«t««4 et 4, = !, -i, = ~^, 
ilsss + jt ^ ' ^ A ^o.y ita^ae imrenieiida est summa seriei 



methodos notas derirotur ex hoc 



• • • • 



scOioet 

<P(U) SS |««A«» 008((ß—|)«—2/'dP 00811) 

+ { r-"'*'^- «08 (Ö3 — J)» + 2 /"* 008») , 
qmbus in aequat. (40t) sabstitutis babemw 

Ftmoäo <P(ti) duabi» pardbus constati quae inter m boo msi signuh oppo« 
sitis quantitatis /^x diffenmt et facile patet, si iitramque partem seorsim 
integrainus et in altera ponimus -»r.loco v, baeo duo integralia non nisi 

limitibus differre^ qui pro altero sunt ^^^ ^ ^> P*^ altero et -f- 2*' 
lis igitur integralibus io ummi eonjupctis haberaiis 



*^* ^ + ;3fi + /it{/*-t-i)l-2 + 



• • • • 



-= ^*g^3|j y ^^(008 tt/-* l^»"» "■* Q0S((i? -4)11-2/^* 008«) rftt. 

cmvi joonua 4. IL Bd. xm. Hft. B. 29 
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Reveetemur ad integrale «upra inveotum aeqnat. (11.) 

/ «-«• C08(2«») rf» = -2" * 

quod posito « SS tt']/{l^ transfonnatur in 

inde, sl ponitur a + Jb ]ooo a, dedudtur haeo formula 

= ?'*+*'j/*''<r'*oo«(2tti>l/(j-))<Ji>. 
Haee fbrmala novum nobis theorema notatu digmasunuiapraebebit. Nam per 
oomparatiiMiem cum aequatioiM(l.) babeous f(,u,kysscoB\2(ß'\-k)oY\l-^j)9 
U = e^*, Bk as /'-»^ ttaque ex aequatiouibu« (2.) et (3.) gequitur. 
Theorema VIL „Si oognita est summa seriei 

babetur etiam hufus seriei summa 

f r** ff(v) dv 

sire 

45. 4+4^'^+^^+^^+----=?fS-^^ 

Hujias theoremath auxilio imremri posrant sumaiae Mrienimy Moua- 
dum eas potestates quaotitatis q dispositaFam) qoaram a^nentes in sario 
arithmetioa 9teunäi ordiois progrediaotiir» Ejutmodi ceriaa aU^ae perrim« 
plioes in theoria funationum elUpticanim reperiautur, ad qua« pme oateris 
methodum oostram applioabimusa Quam ad £nem aodpiamus 

(p(t;) = 0M(jipi>|/(/l))+a^008(2(ß-l)»l/(zi^^ 

+ a^oos(2(ß-2)i;j/(i|)) + . ... 
cujus seriei summa est 

cos i^ßv j/(zl)) -^ eas(2(/J+l)t, ^(ii)) 



^V 



-2xeas(2ii|/(zl))H^ar^ 
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unde est Ag^ 1, il,«sjr, il,s=«* eto.y a=s— 0, ii« valoribtw fo aequa- 
tione (45.) «ubstltutis habemus 

46. l+ar/-V-|.a?'^ + «'^-«'+.... 






>ü» 



f 7' ' j ' " * p il tf 

— 2»«»(2v/(l—))+«» 



1 

et, 81 ponitur ops«^, 

47. l+«y+«*^ + «»^ + *V + -- 






r- [co8(5/>»»V^(?i))-«g»^ca»(2G*+i)vj/(zl))] 



4^1^. 



QuantitM .0, qua io nUera aequatioois parte noo inest, ex arbitrio potest 
eligiy attamen onooeodum «tt, eam ita aooipiendam esse, tit xssx^ sit 
ttoitate minor, ne (P(o) sit series dirergens. Integrale formani simpUoisHi- 
mam obtineret posito ß = 0; tum vero in hac ibrmula quaotitati s Talo- 
rem z = l tribuere noo lioeret» Qua de causa aocquamus |Bss|, et po* 
namus praeterea z ss 4*^ et « =s —1 ; unde obtinemus hat series 

48. l+f+^+^+y»4..... 

Vn'^qJo 1— 2yco8(2v^(l-) + 5* 

49. l—^ + j*— ^4-^«— .... 

Easdem series duas inTemt Cl. Jacobi (Fund, nova theor. f. eil. p. 184) 
ubi quantitates 9^ K, et Ar' ita a variabili Ar pendeoti ut sit 

n n 



</l7. 
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Siffiil! modo in theoremafe VIL aOQtpiamiM 

p(v) = eo.{i(ß-.l)D|/(f i))+xoos(2(ß-3)t>^(;|)) 

+«'oo«(2(ß— 5)»l/(?-)) + . .. . 

onde seqtt{<ur äs—* ß «t A^ssO, Attai, J^aesO^ Jass^, ^^4^0, 
J^as«^ et». Serie! (p(f) summa finoilUme inTenitar 

«•s(20»-l)»y(|l)-*cM(20J+l)v^(4)) 
lade f er ae^oalionem (45.) habemua 

ponendo xssz^ et ßal, et mnltipUoando per f*, fit 

51. f^+*9*+«*f**+ *'<'*+«••• 

ti j^ mulator io Z*^, haec formnla teanstt io hano 

52. /•f+«}'^+«»J"f»+«»^f*+.... 



^/£ 



->*[i-.„co,(a.]/(il))] ^^ 



2«jeM(2»^(/-j-))+«»«» 



. X r ^ j 

deoique ponendo trssl et sr&=s—- 1 habemus swies duas 



• • • • 
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^(uanmi alteram GU JäcoM iamaSt L c 

Eadem iiiedu>do invcnin poonat sttnunae Mrierum genera]i<NNil& 

qiue m tiioona fanotioonm dllqptifierum plmimum valeoty ^piamm two 
expMBaones per integralia defiiuta> quum minus simpUoes evadantj lioc 
loeo omniirtiinns» 

Es inte^graH oofpiito 

iiponte prodit. 

Theoroma VIIL ,98! ponttur 

Cujus theorematiii exeniplum notata diguum obtinemus ponendo 
ande fit: 

baeo •umma logarithmomm oolKgitur io unum loganthmnm hii^ prodnoti 

e^ 81 auotore G« GSsttw ponimus 

"^^*^ «c+i;(»+2)....(»+») 

hoe produotum ita repraesentari potMti 
itoque est 

^»'- y« (i+u)i(«) ««-M\«W n(n+i.J-i)ir(«.&l) 
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si numerus n ponittir infinite magous, v^^^ sub fotegratiojiis i&pm eva* 
nesoit et 11(11^ z) Iransit io n(^) unde fit: 



60. 






Bx. boo fategrali^ quod oovum esse putamusj sequitur etiam eaaos specialis 

"• /'n?^««« = '(«»«¥)• 

Alia etiam theoremata permolta ex aliis Integraliuni definitorum va* 
loribus et reduetionlbus eognitisy seouDdum metbodam geoeraleiQ aupra 
tradttaiDi dedud possunt^ quae ?ero omiiia coO^psre longum essetf Imo 
ea^ qoae bic dedimus^ taoquam exempla metbodi geneFalis sufikiant. Hio 
autem tbeorema atius geoeris addere plaoet» quod quodammodo oum Ulis 
ooDJuiiotiiai est^ eoramqoe amdlio denumstratur« 

Tbeorema IX. ^Si fuoetio qiiaedam patitur baue fi^rmam evo-- 
lutiouis 

62« (P(oos*if) =s Jo+4ieM^^+4i<»^^^+49eoi^«^ + ***» 
et eadem funodo evol?itur m seriem bujus formae: 

coefiBcientes Boj J^ty B%f et<v ita per integralk definita deteraunantiir^ iit 
Sit geoeraliter 

64. JB* Ä ~y (2 oos 11)*"^ cos(A +l)u (p(ooa^K) du.'' 

Cujus tbeorematii demonttrafio innititur formulae 

65- (cosn) -äi.6....2ifc 'l^+Jrr2tS;r"^(*^ 

quae ex formula generaliori| quam proposui in boo diario (tom* XV« p, Ifil« 
form. 13.) faoile dedudtur« Nam si in aequatione 

(p (co8^ ii) = A^+AtCOb^u + Atew^u-i-.... 

loco potestatnm oosinus substituuntur earum expressiones^ quas aequatio 
(65.) praebeti est 
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65. ^(cos*tt) = A9 

, 1 4^ /^ , a cpgtt , 2.3 tM2u , 2^.4 co*3ii , \ 

j^ U j /^i I ♦ owut _i 4.6 coKgit , 4.S6 cos3« , \ 
. 13.5 j /^ , 6 coat» . 6.7 coagw , 67.8 cos3m , \ 

eto» 
quie erokitio oomparata cum hac: 

dat 

•7. -»t =^^+2iTfs-^+2XO^+"*' 

AA P * J _i_ ^'3 ^'^ j I 1.3J 6t7 j j^ 

IW. -"» = ä-^T 51 Sl^^"*" 2,4.6 '45 "*•+•••' 

et faoile intelti[^r esse generallter 
019101 teriei tamunns generalb est; 

i^.s....(ap~i).(fc+p^.i)(ft+p+g)....j(*4>2p-i) 
i.4.ö....ip.(p+i)(p+4)....{ip+i) ^ 

qui ^Mfle traiisfiuinatur in baiio f<Mnnam ifanplioreiii 

8M^.f.3....(p-l) "^^ 

qaare series J?« bano formaoi indiiit: 

Hujus seriei «uninBL par Üiaorana T. dedudtur ex hao 

nam d in ae<]uatioaflnis hujus theorematts V. ponitur |3sA4*2, y=A+l> 
J<i m 2I1, Ji in il», 4i in ilj etc., et (^(oos*«) in "^(oos^u) prodtt. 

itaque est 

ir 

B* = — /* (co8«)*+'cos(A+l)ii >^(ooa^«)<f«, 

51 t/O 
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quum 
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oot'u 



2*+! /»f 



» 



M»** 



n 

J (oMti)*-* eoi (A +1)» äv. 



n ^o 
et quia pro qaoris valore poritiTO Jinmeri h est 



fit 



/^ (00S«)*^00g(Ä-J-l)«rf» Ä 

sr 
«71. J?Ä 5= •^^'(2C08«)^008(Ä+l)«^(00rtl)i«. 

Ab bao ooeffioientiam detsrmiaatioiie exei[^eoda8 ene videlur «Mig 
A.SS Oy namque secws ^ eo dncrepat a oeterb, qood termmam ji^ < 
tfnety foflOe «ut«m jm ifaeorema IT. shre Tä inTenitiir hane seriem 
primi per int^nle 

uD^e eloort primum opeffidentem aeqd eaodem legem ao oetonw« 

Notata ögoä eit celaCio cpiae inter ooefiMentaa faamm aarii 
locuin babet 

et 

73. ^(oo8'«)BCo + CtOM29«^(^ oos4«4-€^ eosdtf +..>•> 
nam ü in aequatioDe (71.) looo (P(ooi?«) baeo series subititiittiir) fit 

74. i^ 3= ^ /\2oo8V)^'co8(Hl)tf(C;>-f ^ooii^tf +C; oos4lf + •••04it» 
ubi intagrandi sunt tennini Bingiili Imjiis formae 

~y* (2oos«)'-* co8(Ä+l)« oo8(2*tt) iTir, 
quod integrale dividitur ia baec dno 

-|y (2C08tt)*-*00f(Ä+2Ä+l)«<fo+ §-^ (2O08«)*^O08(*— 2«r+l)ii*», 

quae secnnduBi f<inniilani (30.) boo modo per funotionein FI expriBmntnr: 

njh—i) , n(ft~i) 






CZiCOBliy 



(2eMu)* 



• # • • 
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prior pars semper evanosoit^ qiiia 11 ( — k — l) = oci pro quolibet numero 
iotegro positivo ky altera pars evaaeioit si A— A: est numerus positivus^ 
sive nl k^hy si vero A:<A abit in 

i.2....(Ä:— 1) ~' 

itaque est 

iocie aequatio (74.) transit in' hano 

praeterea^ qufa termipus primus fieriei (73.) exprimitur per integralß 

n 

Co ^ ^ f^ PijoM^u) du 

sequitur 

itaque ooefficientes evolutionis (72^) faoilUme ex ooefficieutifaus seriei (73.) 
inreniri possunt, 

Lignioii» QU Majo^ a« 1830« 



HM 



Crelle« ioumal d. M. Dd. \YU. Hil. ^ 30 
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12. 

De integralibus quibusdam definitis et seriebus 

infinitis. 

(Ancton E. E. Kummer, Dr. pbiK) 



lutegralia definita, quae nunc traotare mihi proposu!, arodssime conjanota 
sunt cum seriebus iofioidsy de quibus egi in dommeDtatione hujus diarii de 
Serie bypergeomefrioa, Tom. XV. pag. 138 sq. quas, ut faofllori modo re> 
praesentari possint, bis sigois fuootiooalibus desigoalM): 

1 4 I g-Jg ■ a(«-ft).x* . «(«+!) («4-2).«?« , B_ff)/„n^N 

'• ^"^ßÄ"^ /?(/?+!). 1.2 ^ ß{ß+l)(/i-^'2).l.2.3 -r-"e=<P(a,(i,ar;, 

2' ^+ 53 + a(a+l).1.2 "^" a(a+l)(a+2). 1.2.3 + — • = '^C«» *)* 

3. 1— r:^+ — oTpi r2:37^5 +• — xc«^«»*;. 

Inde earum serierum transformationes looo dtato invenfae hoc modo ex» 
hiberi possunt: 

4. (P(a,ß,a?) = «*. (P(ß— a, /3, - ar), . 

5. ^(a,ae) = «^'»'"«PCa— i,2a— 1,±4/*), 
quae formula eadem est ao 

6. <P(a,2a,a:) = ««^(a + -|,-g) 
et - , 

Quibus praeparatis primum quaestionem institubm de integrali 
ex quo sequitur 

u 

per differentiatiooem quantitatis ii^'^^^r^^^ "^ est: 
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et per integrationem intra Iimites et oo 

= — /""ti^*, «^".r^rfii + (a— 1) /*ti«-»-6^.«" ^rfti 

sire quod idem est 

AequatioQis hujus integrale oompletam per aeriea, qaaa signo fiinotioDali y\d 
desigoavimus^ facile invenitur 

ubi A et B sunt oonstantea arbitrariae. lode sequitur integralia prc^aiti 
expresaio haec 

t/o ^ ^ 41 

Conatantis A determinatio faciUs est; nam A quantitatem a poaitSrain ao 
dpimusj et poiuniii8^=0| habemua 

J"^ vl'-K fT"" du = 4 

sive 

4 e=5 n(a— 1), 

Ut eodemmodo oonstans B determinari posait, integrale r pw aubstitutio- 



nem u = — transforman debet. junde fit 

V 

7t 



/^ i#«-^i?*'*.« ^du^afj ir^Ke^.e''' dt, 
bao integralis transformatione adbibita aequatio (II.) transit in hanc; 

f^ tr^-Ker^f^dt = -4.a?-^^(l— a,j?) + iJ.;//(I+a,a?), 
inde, si qaantitatem a negativam aocipimus et ponimua jp = 0^ babemua 

Site 

Ä = n(— a~i); 

quibus denique oonstantium Taloribus substitutis est: 

12. A «i"-'.^".«"""rftt=:n(a— l)%^(l--a,a?) + n(— a— l)x«-^(l+a,x). 

Ab hac oonstantium determiaptione dubia quaedam removenda sunt^ quae 
inde oriri posrint, quod constana altera inventa est posito a^O^ alterius 
Tero constantis determinatio bypothesin contrariam posdt. Attamen ap- 

30* 
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paret eas conditiones superfliias fuisse^ bi in conttantibiis detenmnandis 
non yalore x^siO, seä aliis quibuscunque valoribus positivis usi essemuSi 
neque alios inde oonstantium valores exstitisse« i^raeterea moDendum est 
formulam (12.) non ralere nisi x sit quantitas positiva, alioqui integrale 
illud infinitum eraderet; ai rero x est positivum hoe integrale valorem 
finitum habet^ quaeounque sit quantitas et, positiva seu negativa« 

Ex hac formula (12.) aliud integrale deduci potest^ quod per series 
duaa formae p(af ß^ x) exprimitur« Ponendo xp looo x, multipKcaDdö 
per e'^.v^^^.dv et integrando intra Umites ißt oo^ est 

+ n (— a— 1) a?- /%«+^^<r'' ^K1 + a, a?»)rfr, 
integrationes secundum vmabilem « &cile peraguoturf est enim « 

/*t^l<r*'^//(l— a,a?r)ii> BS n(ß-^l)(P(ß,l — o,ar),- 






unde' 

qnod integrale pmiendo ux loco u mutatur ia 
quibns denlque substitufis habemus 

n(ß-i)x-/ (14- «y 

=n(a— l)n(ß— l)(p(ß,l-a,*) + n(-a— l)n(a+ß-l)4?«<p(a+ftl+a»ar), 
qiige ffMrmwI pj mutaudo a in a — ßi in bano formam eommodiorem redigitur 

*^' nc«— 1)^0 (!+«)'' 

Qoia a^oattonis bv^ns altera pars» qoantitatibiia a et ß inter se pennnta« 
tisi eadem mauet, esse debet 
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Si ad formulam (13«) transförmatio applicatur^ ()uam aequatio (7.) oon-f 
tioet^ est 

Quum series ^ (a^ ß^ x) ad classem serierum semicoQTergenthiin per- 
tineat, oeoessarium videtur formulam (15.) demonstratione singulari mu« 
wte^ e qua simul prodeat, per computafiooem numeri certi termioorum 
primorum hujus seriei valorem proximum iotegralis hujus inveDiri* Quem 
ad fioem adhibeo aequationem cogoitam 

ponendo ;esc — i multipliöando per v^^^.e^.dv tum integrando ab r = 
usque ad r =s oo et diridendo par 11 (a — l)^t 

■'** ^""1^+ l.2.ar» ••••(— i; 1.2.3....(ifc-l).ar^~ 

1 /yl^ v^Ke-^. dv {—i)^ß(ß'^l)....(ßH—i) p^f^ {i—u)^-Kv^-^^-Ke^.dv.dN 
n(a— 1)/ /ji JlY" n(a-l)1.2.3....(fc— l)a?y ^ fi+IilfV'^^' ' 

hoo iofegrale duplex cum Goefficieate suo errorem indioaty qui oommitti« 
tur 81 integrale 

per aeriei iilius termimNi primosi quorum Dumerus est k, oomputator« 8i 
k tam magnum est ut ß + A: sit positivum illa qwntitas, quam erroris no^ 
mioe desigoavimus, Signum mutat simulao k transit in A: +1^ sirei si seriei 
iilius termioorum certus numerus computatur^ baec summa aut major est 
Ml minor quam integrale quaesitum, si vero terminus subseqnens serfei 
adjicitur^ baec nova summa est minor quam integrale quaesitumi si ilUi 
major erat^ et major est si illa minor erat. Itaque summae^ quas series 
itia praebet akematim sunt nimis magnae et nimis parrae^ atque eluoel 
▼alorem proximum inreri^ si eomputatio usque ad terminos ninimos seriei 
semiconvergentis extendatur« Eadem res ex aeqaatione (16.) boo modo 
deinonstfari potest» Manifeste pro poutivo ß^k eat: 



.^ 
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et 

ergo error, qui per integrale illud duplex exprimituri semper minor est quam 

/?(/g+l)....(/?+X:-l)nftt + fe- l) 
1.2.3.... fc.n(a—l)a?* • 

qui cum Bit terminus primus neglectüsi sequitur errorem semper minorem 
esse quam eum terminum seriell usque ad quem summatio ^endatur« " 
Posito ß = l — a aequatio (15*) transit in hanc; 



quibus seriebiis seoundum formulam (6«) transformatis ^ est 

n(2o — 2) ._. ; , /, tc*\ , n(— 2a) a i t ft i <c»\ 

porro si j? mutatur in ^^Xy a in a-}*}» P^i^ reducUones pauoas babemus 

iade per cotnparationem cum formula (12.) sequitur 

<»x bao^ formula, aut si mavis e formula (12.) » posito a ss ^ , faoile dedu- 
jeitur Talor persimplex iategralis 

18. r €-^\e^^.du = ^.(T^V^. 

Integralla, quae modo invenimus, applicationes multas babent in anaüjsi, 
.ex. gr. in integranda aequatione Uiccatiana, quae pir substitutiones faoi- 
les in formam *aequa(ionis (9.) mutari poteat; in iis autem nou immora- 
bor, sed de aliis etiam integralibus similibus quaestionem instituam, quo- 
XXkVCK primum accipio boo : 



rr 



19. ST = / eosr*"'.co8(54'taDgr + ßt?)dfr. 
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PnaDfitatem x sranprr pmitiTam accipio^ quum ejus Signum negatiyum in 

quantitatem transferri possit Fw diflPerentiationem quantitatis 

'eost7^^ml(|;^iaDgt9 + ßr) . 
est 

rf(cast?"^8in(|a^tangt? + ßi?)) =f — -(a— l)co8r*"^8in«?.sin(fa?tangr+ßt?)df«? 

+ ^^£^ + ^) «««^"^'cosCf^tangr + lSt?)!?!?, 
et integrando intra limites t;s=^0 et r = -k* 

7t 

20. = — (a— l)y %os««-^8int?.8in(|;rtangi? + ßr)rft? 









7V 



+ ßy co8t?'''~^co8(ia7tangr+ßi?)Jr^ 



porro est 



n 

dz 



dx 



=s — ij co8t?"~^.sint?. sin(Japtangt? + ßt?)rfr, 



TT 

d*z . /•» 



7 = — \J oo8r"'^.sint?^co8(Japtangf7 + ßr) Jr, 

itaque 

ft 

d* z /^^ 

« — 4 j^ = / cosi?"""^ec>8 (4 X, tangr + ß r) rfr, 
quibus substitutis aequatio (30.) tranttt ip hano, 

— *! 
baeo aequatio per substitutionein s = « ' y tranrformatur in hano 

cujus integrale oompletum est: 



X 
2' 



et quia z^sse ^»yj est 



7» 

22. r cost>''*\cos(}artaugi3'+ßt>)rft^ 
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CoQStaiifis A determinatio facile obtinetur ponendo o? ss oo si a est quan« 
tifas positive^ alterius vero oonstantis determinatio artificia peculiariar pos* 
cit ; utramque simul consfantem obtiDebimus bao methodo« Aequatio (22«) 

multiplioetur per a^'^^e' ^ dx et iotegretor intra Umitet ^,sb=0 et liP^so^, 
quo facto est 

23. / J 008 !?*•*. a?^~*a ^ ow{^ixi^ngV'\'ßv)de äiF 

Omnium borum iotegralium valores per funotionea notaa exprimi posaunt, 
est enim 

P x'^K€-*.(p(a,h,x)dx = Uic-^i) F{e,a,hyl). 

ubi F designat notam seriem bypergeometrioam , qua per functionem FI 
expreasa est 

porro est 

f' x'^Ke"*.cosiixttmgv-Jrßv)dx = 2*11(^—1) cos r*.co»(A+ß)», 
unde Ulud integrale duplex trannt in hoo 

2^ IT(X--1) /^oos»^»-». co»(^ +ß)r.rfi», 
cujus valor pet funotionem 11 hoo modo «iprimitur 

quibus Bubstitutis aequatio (23.) transit in bapc: 

__jijl (A^l) n («+ A -!) 



_ n(t-i)n(-.)n(-d^-i) n(.+»-i)tt(..)n (-ld^' _>) 

haeo aequatio facile' redudtur ad banc formam commodiörem 



it 
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quae» quum pro quolib^ Falore quantitatis h locum habere debeati 10 lias 
dua» dilabit^r 

#IC08— TT— ^ ^ • # \ TT/ \ 

2 ^^ A.mn{€tn) n{—a) 



e quibus facile inveDiimtur coDStaptium A et B ralores 



A, as= -« — r- : X — TT-. — / , /> — TT « Ä s=s — 



55 . CO8 (?^Y^ j « 



quibus denique con^antium Taloribus io aequatione (22.) substitutis^ est 

COS t^* • cos ($ dp tangr +ß r) dp 

yjj/ a~/g-A n/ a+^-l \ """"' 5"8io£mn(«) — ^-'-^ • 

Hujus fonnulae casus speciales persimplices sunt« 

cosr*^Vcos(j?taii^r-!— (a+l)r)dfr = ~^—^ 

26. /^cosr*"*. cosfartangr + Cd+D^rfr ;;= 0, 

quorum alter obtiuetur positp ß s^ — a — 1, alter posil». ß s= <% -f t • E eon« 
juDCtis formulis (25.) et {20«) sequvntur etiam hae 

n 

27. J eosir"\^osj^artaDgy)oos((X^l)r>i?f? ==r ■ ^2n(CT) ^ 

oosr*"*^ MDCjctangf?) sia(a4-t)r.rf«^ =^ ^nfa) * 

Formulae i(l%.) et (28«) cum formula ab IlL iMplMe isTenta oonseotiuut, 
quam ^östeFalii afiU modis demousIraruDt, cfr. hu). diarH tom. XIII. p. IM^ 

Croll»*« JoQnftal d. M. Bd. XVII. Hfl; 2. 31 



239 12« Kummer f de int egr aUhus qwiusdam deßnitis et seriehus iftßnitism 

ubi CK Liöuville per mothodum difTerentiattonls ad indice» quales^ninque 
iDvenit 

Persimplex aliud integrale praebet formula (24.) posito 0=:o£ — 1 

n 

29. J cos v'^'^K cos (j? tang r + (^ — 1 ) t^) df r = - ^^^ • 

Series duae, quae in altera parte aequationis (24.) insunt, posito ß = 0, 

fiunt (Py-^jl — a^ xj et ^(-^y-^ l+a,ay, eaeqiie per formulam (Q.) 

in series generis \p transformari possuot. lis transformationibus peractis, 
si mutatur a in 2^9 or in 4/*j7 prodit fol*muIa 



TT 



10. ^E^zJlJ* ^ 008 »'«-* . CO» (2 /■* tang tJ) dv 

= n(a— 1) r^l— a,a:) + n(— a— l).a?«. %Kl+a,x), 
inde per comparationem cum formula (12.) est 

31. ^5^^l|)y'co8»'«-^co8(2V"jftaDgu)<?t> =/* u—^ «-".«"". rfu. 

Simili modo demonstrari potest nexus duoruro integralium^ quae in aequa- 
tionibijs (13.) et (24.) continentur; haee enim formula (24.) 9 si pooitur 

a — ß loco a, a+ß— 1 loco ß et multiplicatur per — !!( — ß).2*.e^.Är'', 
accipit formam 

32. ?IH=^'lf^y*'(2cos»)«-^'.co8({jctaDg» + (a4-ß--l)r) dv 
qua comparata cum formula (13.) cognoscitur esse 

^^- A (i+«r 

JIP TT « 

- = üüßn j (2cosr)"'^^"'^cos(iÄ?taogi^ + (a + ß— l)r)rftv 



praetereay si aequationis (32.) altera pars per formulam (7.) transforma« 
tur, est 

34. gP^ ;^';*y (2cofr)"-HcoiG*tangr4^((M-ß7l)«)'fc,=f:;»I^^(^ 
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Generaliw etiam integrale fifmili modo traotabfmiui 

^ =y 8inr"^*.co8r^~*.ooB(jptaDgr4-7t?)rft> 

Gosqtie casus eligemus^ quibus per series supra oitatas exprimi posstU Quaa« 
titatem x etiam in hoo integral! semper positiram aeeipimus, quiim ejus 
Signum negativum in quantitatem 7 transferre liceatt DiflPerentiando for« 
mam sint?^co8r^.cos(jertangr-{-7t?)» deinde integrando ab ti:;ssO usque 
ad i/ = ^/fit 

n 

Ä aj »ini^'^*.oosr'+^cos(jptangr + 7r)rf» 
— ßf sint?''+*.oost>^"*.oo8(a?tangt? + 7r)4t> 



n 



— a?/ sinr". oosr^"^. sin(a? itangü + 7«^) ^^ 






— 7/ sin n' p COS r^ .. sin (x tang t^ + y t^) är^ 

ex hac aequafione^ si integralia per y eiusque diflPerentialia esprimuntur^ 
facile deducitur haec aequatio differentiaiis tertii ordinis: 

nunc si ponitur 

36« y S5Ä j3l^ -j- ^i X -|r -«2 «P "J^ <4l3 3r "p • • • • 

facile inveniuntur aequationes conditionales ^ quae inter coellScientes hujus 
seriei locum habere debunt, ut aequationi differentiali haao series satisfaciat : 

aJ« + 7.1. i*i — 1.2,(2— /3)^, 

(a+l)4.-|;7-2.^— 2-3,(3-ß)^3, 
et generaliter 

37, (a + A:)^, + 7.(A? + l)4Hi~(* + l)(*+2)(& + 2-ß)4Hv 
Eodem modo si ponitur 

38. y = aJ^(l?o+F,a? + J?ia:»+Ä3a?»+..i,) 

inveniuntur bae coeffioientium relationes 

• 7.ß,B„-i3(ß+,l).l.J?,, 
(a+ß)l?„+y(ß + l)Bi-{ß + l)(ß+2).2.B„ 

et generaliter 

inde patet aequationis (35.) integrale completum esse 

31* 



238 i2« Kummer, de integraJibus quibusdam definitis et seriehus infimtii: 

nam p^r aeqiiation^s (37.) quantUatum A^, A^y A2 efc^ duae, et per ae- 
cpiationes (39.) c[uaolitatum J?o> B^, B^ etc. una arbitrariae manent^ ita 
ut hoc iBtegrale tres eonstantes arbitrarias eontiaeat» Itaque,. %\ pro y 
integrale supra propositom restkukur^ est 

n 

un r""^ r cos v^^ l cos (xt«ag v + yv) dv 

E relationibus coefficientium facile cogooscttar^ has series et hoo 
lotegraTe generale transcendeDles altiores esse quam eas die quibus hie 
agere constif uimus ; attamen casibus quibusdam specialibus cum ilKs con« 
gruuotr Primum^ si accipimus 7 sss a -f ß> ex aequatiofiibus (30^) se^uitur 

B — -fL+^B 

^^ - 1.2.3(l+/?j(2+Ä(3 + /?) ^^ 

etc. etc# 

Forro, si (3^ «st posttivurny pouto iv=sO, ei, aequat. (41.) seqditiir 

-? co8^n(a-i)n(i?-i> 

Ao SS / slo »""* . COS »P"*. OOS (06 + ß) » .<?» =s _/ ■ , ^ , 

«Odern modo sT aequatib (41.) differeat£atur seouitdum x et postea pom» 
für xsxO, fit 



/»? ^ <»8^.n(a)n(/y— 2) 

•/u V f f/ n(a+^— 1) 

est igitur 

inde rx ae «piatlonibus (37.) faoile seqmtur 

M ^ tf(«-f 1)^<, 

"** "" 1.2(1 -/?)(2 — /J)^ 
^ — <»fg + l)(»+2)^o .. 

• ^* -" 1.2.3(l-./S}(2-/J)(3-A> 

eto» etc. 

Hoo igitar «a8u> quo fss ei-{- ßy f^w duae, per quas integrale nostcum 
expressimus^ ad hoc geau» serieriim pertiaent^ qoed supra per (p desigoa« 



12, Kummer, de integraUhuB quibusdam definitis et seritbui infnitU* .^30 

Tinius^ et formuTa (41.) transit in hano: 

J 8in»°~*rC08»^*#oo8(artang»+(a+|3)i>)rfr 

e<»^n(«r_i)n(/?-i) 

In deternunanda constante Jff«. methodo eadem atemur ac supra in deter- 
nnnandis consfantibus aequationis (22.)« Multiplicaado per x'^^.€~''dx et 
integrando iutra limites et oo fit 

n 

na— 1) / ' sin tr-» ,008 1»'**'^* . 06» (a + ß + ^) t> <?r 

eo8 ^ n (« -1) n(/?-i) n (A— 1) 

ibqae seridbm bypergeometriois cum integraU per funotionem 11 expres* 
vBf est 

cos ^ n(X ~i)n («— i)n (/»+ i— 1) 



n(.a+/J+X— 1) 

•M 5^ n(i-i) n («-!) n(/j- 1) n (- /?) n-(-^ - « - A) 

« n(a+^-i)n(-«-/j)n(-/?-A) 

, p n(vy+A-i)n(/g)n(-~/?^«-X) 
^"o n(-a)n(-./?) 

pa«t redootiones nonnuüas quantitas X, quod debet, oouiino evaoeseity et 
predk vdor perumpex «onstantis B^ 

i3o = co»^n(-ß-l), 

qua denique sulwtitato habemns 



42. ^'8mr^.oo8r^'.co8(a;fangi?+(tt+ß)t>) 



«Hr^n(«-l)II(/?-l) 



+ «^ co8^n(— ß-1) (r)(a4-0, 1+ A a^). 

Formirfa unülai exjpc deduoititf mutando a in » — 1, ß i» ß+1 et 
ferentiaada 
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TT 



42. f sin f?""*. cos t?^-\ sio {pc tang t? + (a + ß) r) rf r 



a;z 



8iB^n(«--i)n(/?-i) 



crn 



iisque formulis inter se comparatis^ cognoscitur nexus duorum integralium 



n 



43. ^^* "o" y **° ^"^^* ^^* *^''""^' *'° ^^ **°8 ^ + (^ + 15)'^) ^*^ 



TS 



s=s 8in -^-y Bin r^*. cos vl^K cos (a: tang p + (a + ß) t>) Jr^ 
quae formula etiam hoc modo exhiberi potest 

44. J sin r"""*. cos t?^"*. sin ^x tang t> + (a + ß) t? — ^) dv = 0. 
Notatu dignus est formulae (42.) casus specialis ^ quo a = 

n 

J Q eint; "^ 2 ' 

cujus casum specialiorem ^ valori j? = respondentem cl. Ltowoille inye« 
nit hoc diario tom. XIII. pag. 232. Praeterea e comparatis formulis (42.) 
et (13.) sine ulla difficultate cognöscitur nexus hu jus integralis cum illis 
quae supra tractavimus ^ 



an 



COS-TT- II(<» — I) •^» i.j.Ä— I — ..•- 1 

.^ 2 ^ ^ # /^^ u^-^P^K e-^*^* d H 

*^* n(a+/S~l) ^/o (^+«>" 

= /* sin !?"•*. cos 1?^""^ cos (j? tang t? + (a + ß) «^) ^'t^- 

Alius casus^ quo series formulae (41.) in series per oharacterem CP 
designatas redeunt, est 7 = — a — ß, hoc enim casu facile eodem modo 
ac supra invenitur formulam (41.) transire in hanc: 

n 

j sinr*'"*cosr''""^cos(iFtangr— (a+ß)r)rfr 



an 



. eo9^n(a-l)n(/9-l) 

= — n(a+/g-i) ?>(a,l-ß,— ar) + B,ar^(p(a+ß,l+ß,-Ä?), 

sed hoc casu äonstans B^^ alium välorem accipit,, quem invenimus multi« 
plicando per x'^^.g^ dx etjntegrando intra limttes ^if^O et xsaco. Hg 
integrätionibus peractis fit: 
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s= cos^ n(a— 2) n(ß— 1) F(a + ß, a, 1— ß, -1) 

+Ä,n(a + 2ß-l)F(a + 2ß,a + ß,l+ß,-l), 

etiam hae series bjpergeoinetrieae) quarum elementum quartum est ä=— 1, 
per fuoctioiiem 11 exprimi pössunt secundum formulam 

quani'' demonstravi in commeDtatiooe de serie hjpergeometrica h. diar« 
tom.XV, pag.135. Inde si integrale illud et seriey bypergeometrica per 
funotionem 11 e:Kprimuntur9 post faoiles quasdam reductiones prodit : 

Ä„ = co8(|-+ß)jrn(-ß-l), 

/ 

eoque constantb ralöre snbstituta est: 

rr 

47. r sm »°~*. cos »''"*. cos (ar taog » — (a + ß) ») rf» 
c«s?^n(a-l)n(/9— 1) 

+ «/'co8(|- + ß)ffn(— ß-1) (p(a+ß, 1+ß, -«). 

Fonnula similis ex hao fädle deducitur mutaodo a in a — 1, ß in ßrh^ 
et differentiaado secundum variabilein x 

48. J sin »«-*. cos »'^^ sin {x tang » — (a 4- ß) ») 

M.^n(«-i)n(/?~i) 

— a^.sin(|-+ß)a-n(-ß-l)<p(a + ß,l+ß,-*). 

Hae forinulae (47.) et (48.) duobua modia faoile ita oonfungi posaunt ^ ut 
has formaa simplioiores obtineanti 

49. f ' ein©«-*, cos t^^ sin {x tangir— (a + ß)r + (j + ß) tt) dv 

nU{a —1) y (tf, 1 — /g> — x) 
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In omDibus integralibus quo faio traotata 8UDt| uti jam aupra mo« 
nuimusy x aemper esse debet qaantitaa positiva, s! ^ero x acdperetur ne- 
gativum^ omnes sufninae mventae falsae esseot; in eo praedpae aotatu 
dignum est integrale aequationis (SQ.)^ quod pro positive x seriei Hli 
aequale est, sed pro negative x evanesoitj ofr.# aequat. (44.)^ 

d. Ligniciii mense aprili a# 1837» 



19. Pagani, sur une formute de m^omijue. 2|3 

13. 

Note snr une transfonnation g6n6rale de la foimule 

fonjtamentab de la nn^caiiique. 

• (P/ir M. Fagani 2i Lodtim.) • 



•■ 



mJ4k^t djmamiqoe d'an point mat^riel Mt AiSä& par NquatiM i^mboKque 

que Ton peut ^ire sia^Iement de cißtte ^lanidre 

Dans cette ^quatioD les lettres x, y, z d&ignent leji opordpim^ reotan«^ 
gulaires du point mati^riel au bout du. trasps t^ en supposant rorigine et 
la direction dß ces lignes^ fi;i^e8 di^s Tespaoe. La let^e P d^aote une 
fbroe aoc^I^ratrice ^ui agit sur le poiqt mat^riel dans le sens de la droite 
p men^ de oe pomt au ceptre de la force« La quantit^ P est positive 
ou negative seien que la foroe tend k ^iofgner ou (k rapprooher le ppiot. 
mat^riel du eentre d'action« Enfin les variations mf^rqu^ par I{i lettre ^ 
se rapportent auK d^plaoements infiniment petits du point. materiell com- 
patibles aTQo les equatipns de.eondition qui pei^ent exister entre les quan» 
tit^s Xy Yy % et /• II est bon de ceiparquer que la earaoliriste l ne peut 
jamrai a£Eeoter la variable quI exprime le temps» 

Pour un Systeme de mol^oules, au lieu de h fenuiile <!#) ob aiiMi 

' (2.) S,mj;^*ir+) = SiiiSPJ/^ 

<xii la lettr« m d^ne la snasse d'ime mo|(£eule^ qudoooqiie du qpitdsi0f. 
et le Eigne S un^ somme igiu doit s'itenidre h toqtea les iji^ol^oules. Le 
a^ne 2 indique dans jes deuf fipnnulefiy une soBUoe relative aujp lorpes 
qui soUidteiit ditqoe mo^oule n^ En aupprinMtnft le eigne S et an i&n^ 
sant les deux membres par m^ la formale X2«) dcrvimt la forpule (L)« 

Les translorm«tioQS qne l'on &it «ubir A la^rmnle fopdament^Je (2.) 
pour en rendre les diverses appUoatipns plus ^oiles^ dq^deat de la uh 
Iure du problSme que Ton rept r^udre et dw ^uatioos de ooiidition« 
Cependant on-peut denn» A la fcur^iule (2.) plqsieuirs twog» g^iSrales et 

GrdUfs loiinial d. M. Bd. XVn. Hft. S. ^32 



21^' 13. Paganiy swr une formüle dt^meoaniqiie» 

iod^pendaotes V de la nature de ohaque question. Ces formes d^pendent 

uniquement du syvtSme de ooordoim^efl que Ton adopte, et pour les ob* 

tenir plus facUement tt faut oonsiddrer a^par^ment les deux vkemhrm dA 

la formule fondamentale« 

Oocupons'nöus d'abord do second membre dobt le^ transformations 

soDt tonjours les plus faciles« On les obtiendra danl^ tous les cas en ima* 

ginant par le poiot m trois droites reotangulaires et respectivement paral« 

leles aux , Clemens des nouTelles ooordonn^es de ce point« En ddsignaot 

dOfS'ß, Sy, fos variationa des nottvelles oocrdonn^es, et par A, B, C les 

sommes des projectkms alg^briques des Forces SP sur les droites paral* 

iSles aux el^mens ia, iß, ^7; on aura 

' SmXPSp ^ Sm(A8a + Biß + Cii), 

ou simplement 

3. Sm'SPSp = Sm(J[^a+). 

Les forceü A, -^^^ seront positives ou negatives suiTant qu^dles ten* 

dront ä augmenter ön ilk diminuer les variables a, 4-. 

. On connait I|i transförmation du prämier membre de la (bnnule (2.) 

rehtive oux coordonn^es polaires; c'est-A-dire qu'en supposant 

ar = rsin9oo8i^^ ^r s r siu sin ^^> srcsrcosd^ 
on a 

. '• +S«.(i|^-r'«i.«c«»i^)M- 

I o^ <*•»■* »f^'O dxu R , 

Dvins oe oas oa wn 

OU 4"^ designe la resultante des Forces qui solHcitent m^ projeteesur !e 
rayon voetenr r et tendante ä augmenter cette variable; -{-T Ui jprojeetion 
algi^brique de h r^uttante suc la perpendicülaire au rayon r men^ daos 
16 p^n des pj z, et tendante i\ augmenter la variablei 0; et ^"^^ '^ pi^<^ 
jeetion' l9ilg^brique dcf le m^me: force ^sur la peir^endicttlalre au plail des 
r, 9ß et tendhtite d augmentto la variable' \l^. , i - . 

Mais il.y a üne transförmation g^n&^lt ^^eu^oonnue et qni m^rite 
pourtant def^tre^ i cause de P^ctrdme simplfoiti^ dis la forme sous la<)uelle 
on pent| A son ihoyeaf pn^enter la formule ibndamentaie^ etr^udre 
ensdte atee fadlit^ plusieurs ^estions int^enantes de lä ni^cfmiqtte. 



13« Pmg anif .mar ' um formule de m^eanigiie. ^ ^245 

Pbuf reffeetneiv lOiegiBoi» ptr le pofat'm tron droit«|; la premi^re 
daoii le prdhmgmieiit du mycm owdlaieiir de la tnjeoUme de m; la se- 
conde, taogente h oette oourbe, daos le Bens du nüeirroiiieiit de la niol^ 
cule m} et la trohjSnie i^erpei^öulaiffe au plan de ^8 deux droites« Nom- 
mens Bf 8, N l» prbjections alg^riques de la r^ultante dea foroes ^i 
sollfcitent m, sur ies droites ^, r, v, reftpectjvement paralleles aux trois 
droites dont on vient de parier^ on aura premi^rement, oonform^ment u 
la formule (3.)) 

Mais n est ais^ de voir que Ton doit avoir ir &= ^s^ en d^gnant par s la 
longueur, variable de Pare d^orit par la inot^onle/ On aura dono 

4. SmSP^p^s Siii(ilf^+)« 
Pour transfbrmer le premier membre de la formule fondamientale^ 
on obeervera que 

ßOD — ^ d» 
dt ^ ds" dt* 

Partant 

» rfx ^^_^ » d$ dso 1^ ds * dx 

d'oü l'on a 

D'aiUeurSi il est Evident que Ton doit avoir en g^n^ral ' 

la Dotation (<raf) tervuai h exprimer le connus de rangle qae fait l'^l^ment 
8<r aveo T^I^ment Sx. Par oons^qnent l'^oation pr^o^ente donneca 

dt -f ät ^ät ? 

En substituant cette valeur dans la formule (2J), on obtirat ceUe 
tra^orm^e tres simple 

En combjnant oette formule avec la formule (4.) et en posant 
r s= ^> OB a eelle-»d 

qtn beut serrir ik d^Smontter tonte la thdorie deaioreea eentäfages. 

32» 



240 ^ Faganip mr untformuU d§ micaniquM. 

Ed appHqaant la fonnule (6») an oas da mouvamept ^an point 
mat^riol 8ur uoe oouri>e fixe, V4^ d/namiqae du point aera ddfioi par 
I'^qixatioo symboli^ue 

Le d^laoeitient lirtaet da point maf^ridl donnani J^^ s±s G^ ^y =: Q^ le mou* 
rement sera d^fini par T^quation 

g. £|_s-a 

Poor oonnditre emüita la premou qoe ddt ^proorer h ooarboy il 
faut KQtroduire dans la formale (7.) nne. noa velle foroe ineonnna i^teant 
dans le plan normal h la trajeotoire^ et Egaler ensaite h a^ dtaqoe eoef* 
fioieat des variationa is, S^, Sv* En d^gnant cette foroe par 1^ et la 
droite^ suivant laquelle. a'exeroe aon aetion, par \; loa oompoaantea de 
la presaion dans le sens des Ugnes q et v^ seront 1j(K0, L(Kv)> Oa aura 
dono^ outre l'^quation (8.) relative au mouToment du point matdriel^ lea 
deox suivantes 

qui doivent serrir ä la d^tenmnation de L et des oonnus {K^), (^v), des 
angles quo fait sa direetion aveo le prolongement du rayon oseulateur q 
et areo la droite i/« 

En oombinant oes deux ^quatioiu pour ^imiaes ies oosnuMoa trouve 

Exemple^ Calouler la pmsion de la ooui1>e braohyatodirone trao^ 
aar one surfooe ojrlindrique verticale« 

Le plan des x, y 4tant supposi^ horizontal ^ et Faxe dea s, dmg4 
dana le sens de la pesanteur ff^ l'^quation diffi^rentielle de JU bradiysto# 
erone est conune Pon scot 

10. äz ^ as]/{i^±), 

d'od l'on d^uif , en posant pour abr^jger 

dy SS pdx, dp SS qdaff 

jyua antra oöt^ I'oa ddt aviNr, dans oe oai, 

et en mbatitnant oea valenn dana l'^qoation (9.) «■ obaervant qoe Ton a 



13« Pagani, mar untformüte de micatdqut. Mit 

00 trouTora 

Nainteoant t! Ton fint attention que 
on aura, en tertu de rdquation (10.), 
Partant 

Si Ton teat ^liminer de oette valeur de la pression le rayon osou« 
kteor de la trajeotoire^ od obeetrera que lea ^uationa ^tant differenti^ 
d eombinees ensemble donnent 

f^*^y I. fd*r\^ — * 1 , g*^* 

Mab OD mit que 

p ~ \dF) + W / + Vdl^/ ' 
par coiuiequeiit) si Ton d^^igne par y le rayon osoolateor de la projectioii 
hpriasontale de la surÜMie ^liodrique^ et si Von a ^ard ik I'^qoation (10.) 
QQ aura 

JL — * I ^* 

(f* 4ax'^a*y** 

Eo aubslliiiaiit cette valeur daiui la ämmdre esqpreflrion de 1/^ on 
tfouremenfio 

En fidsant — s^O on a le oas de la braohystodirone plane^ et la 

pmnon aar eette cowbe qui est one ojnoloide Tertieale sera expnm^ par 
la formnle trds simple 

Le ma iiniu m de L eorrespondant au maxinittin de zssa, la plus 
grande presdon dans le ras g^n^l, sera donn^ par la formule 

Iddge le 10. Julo 1835. 



■Mi 
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248 14. LuchteHiand, de trmaformatione eitprenUhuB ^^^ (y-Ujö-— ffly— y)(y J:^ * 



14. 



De transformatione expressiönis ^rij:(ywa)(y^)^ywy)(yu^] 
in formam simpUciorem MyrH\'-^m-^-x,x)\ '> »dhibita 



substitutione x 



11^.1 



a-\-a'y-\-a"y 



(Scr. Or. Rud, Attg. Ijuckterhandt , Bfariannmlanaa, Blagiater luperior.) 



Duplex in «niversom problem. proporitom «>lreDdi gen» oogitarf pofest 
Alteram co constat, ut expressio }t[±{y'^a\{y-ß){y—r)(y^i)V ******" 

dx 

tuendo valorem ipsius y in formam jj^^ui^^x\(i_ a axi transformctur* 

At quantitas y irrationaliter peir variabilem x exprimitur, unde fi^ ut ex« 
pressioy facta substitutione sub radicali denominatoris oriunda, irrationales 
argumenti x oontioeatfimctiones« Quae quidem res impedimento es^ quo» 
läinus a priori apta ad problematis solutionem metbodus mveoiafur« ^^uam 
ob causam ad alteram problema tractandi genus cönfugere praestat« Quod 

eo consistit, ut expressio ^'^fl^^^\^^^^^J. ' ^^•^ 9 substituto valore ipsius 

Xj oonstantibusque a, af^ al', V, V^ rite determinatis fondam 

^— r- TT ^1 ^7 TR\ induat, Sub ocnlos cadit, bano viam esse 

>^[(r— «)Cr— /^)(r— y)(r— ^)] ^ ^ ^.^ ^ ^ 

priore multo planiorero^ quippe qui^ difficultati illi| quae ex itr^tionali sub« 
stitutione ortum ducet, bic nihil est loci. Quam ingrediamur« 

Metbodiy quibus ütemur, eaedem sunt atqne in Vmnäamen&s fums 
th. f elUpt a Gl« Jaeoln adbibitaei ubi problema propositum indieatnm in» 
venis pag. 17« 

Expressio jiy-[(i„^a)(t,:.^a^a)3 > P<>«^to/==^ i+y;.+»4> = -F 

abit in sequentem 

• VBU^VBV 

in qua fonotiQ, quae sub radicali oontinetoT) ad ootavum uique ordinem 



14» Luchterh^nd, ^^^^^^^^^^^^^^^^^P'^^^ ^[±{y^mYy^s)(y^ 2*® 

ff 

adsurgity miQsqtiisqae etiim quatuor fectorum V — U, V-^-TJ^ V—kV, 
F4* n ü seeundi est ordmis« Quodai igitur duo e qujituor faotoribus modo 
dictifl fiereat quadratioi| fupotio^ quae sub radioale remaneret. quarti foret 
ordinia« Quod ut eveniaty dqae requiruntur aequatiooes oonditlonales inter 
ooüBtaiites' iodetermiDataSy ita ut tres eacum arbitrariae sunti quae iuxta 
cum multiplicatore M et modulum x eo adhiberi poasunti ut functioni sub 
radicali forma (y—(t)(y-^ß)(y — 7)(y— ^) concüietur. 

Posito^ fectorea V^-riU, F^-xU fieri quadratioos , reputatisque re* 
lationibuS) 

Kquet^ unamquamque fuDOtionemi quae unum ex factoribus F — kV, 
V-^xü bis metiatur, et expressionem g— metiri» Est vero 

grg rr TT ST^ 

quantitas - — —^ — seoundi ordiniS| ejusdemque est radix seounda e 

duobus faotoribus quadratids ; ideoque secundum proprietatemi modo com- 
memoratam. quotieos 

aequalis fit quantitati ouiJUim oonstanti« 

^*a unusquisque faotoram F- ü; V+U, V—xU, F+jtü est 

funotio iieoundi ordiiiis ipsius elementi y, duo postrema adeo quadrata, 

ponere licet: 

^ 1) F- r=^(y-.a)(y-ß), 

3) F— Ktr= C(y+«i)% 

-4) F+Kr =!>(>•+ n)% 
designantibtis A, JÖ, C, D oonstantes, cpiärum mia pro lubito aasumi potest. 

Posifo et ysssa et y^^ß erit ex aequat. 1) , Fss Uf ideoque se- 
cundum aeqq. 2). et 3) obtinetor: 

unde . 

ergo^ prent nipeHus «n iuferMU aunMeriB a^nunis er't; . * 



250 t4, Luchterhandt de iransfomatione expresaionU ^[j- (y— «)(y~/)(y-y^(y-^ * 

^ /?n(<y-y)(<»-^)1-«y[0g~y)f/g-^)] 
m - «, = ^^^_ ^j (^_ ^^j _ >rt(«-y)c«-^l » 

m _ «,, - 7 V[(/^-i-y)(/j-aj]+ nc«-y)(«-^)r 

8i in looum aequatioais 3) adhibemus 4), videmus fisdem qoantfta« 
tibus determioari n atque m/ at ffi et n aequales ease nequeunt; habera- 

tut enim ^ , yv = -^ ideoque ips^ x coostanti aeqaalis ; eatgo altw ir^* 

lomm m«^ % quaotitati tft, alter quantitati in aeqaip^i^idus est. 

Si posuisaeB yssy, y=^8i aequatkmesque 1)^ 3) et 4) ajbib^Baea 
ad Talores ipsarum »t et n eruendps, tum .obtinuictses : 

« _- y V[(« -S)(ß- 8)] + ^ /•[(«- y) (/g - y)3 
"^ — ~" n(«-y)(/?-y)]+ V[(«-^).(/?-^)]^ 
«i. « ^ V[(« - y) (/?- y)] - yVK« - ^ (jg- ^)3 

Quos. ralores cum supra inrentis identicos esse, facile patet; si ex i^ßO» 
nuDatoribuB radlcalla tollis, ex utrisque valoribus obtines: 

vtA _ ^ (<?/g - rS) ±V[(«-y)(g-^)(/g-y) (ß- 8)} ^ 
TOi» <*+/^ — y — ^ 

Est igitnT) substitutis ipsarum m et n valoribus^ n^nni, mssm^: 

2) F+ r = J?(y— 7)(y— J), 

- rfv I ^n(«-y)(/y-y)]-yV_[(«-^>(/g-f)3 T 

— ^U \r[(a-dj(/?-^)] + n(«-y)Oy-y)]i * 

Posito ys^a» quo oasu Fs= 17, obtinetur ex aeqq. 3) et 4): 

In» -. g [Vq/?- y) (/?- ^)) - V7(« - y) («-^))]' 
i+* — DiYTß -r)(ß- S)) + V"((a - y) (« - 5J>]» • 

Facto porro y* = 7» quo oasu Vss-^—Uy ex üsdem aeqq. 3) et 4) sequitur: 

h i±l — £. | y[(«-y)(/?-y)3 + V[(«-^)(/?--^;n ' 

Aequationibus (o.) et (b.) io se duotis, fit 

9L — lV"((«-yX/g-y)) - vg«- ^)0g- ^))] * 1 V(f />-y)f /?-^ j) + V((«- y) («~^))] ' . 
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unde, pun) e oonstantibus C, P altera ex arbitrio acoipi possft) 8tataer»lioei: 

C===[/-((a-7)(ß-y))-/-((a^(M))][i^((ß-7)(M)) + /'((Ä-7)M))J, 

Dmaa autem aequatipne (a>) per aequationem (d.)^ nancisoimur 

Vl+J — ira« - y)) (/?- ^) + ir((« - ö) [ß - y))] « » 
nnde sequitur _ . ,^ 

Cum ut 

(a-7)(ß-^ = (a-|3)('y-^+(a-»)a?-7), 
e Talore ipsius r ii^venfo sequitur etlam; 

Ad valores oonstantium ^ et jB determinandos ponafur 

^ ^ _ «V{(/g-y)(/g~i)] + /gy;[(«-y)(tf-#)] 

quo casu F=s k |7/ quo facto ex aequatiooibus 1) .et jt) erit 

x-1 -^[yn(ß-r)(ß-ß))-}r({a^y)(a-m 

2x — 4rc(«-y) (« - *) ü»- y) (/»- ^))LK(C«- y) (/?- y)) +nc<'-^)(i?-#))j * 
unde 

J[ «= -2(v-.^)/-((a-7)03-^)). 

Simiii modo ex aequationibus 3), 2) et 4) obtinetur 

11 = — 2(a-ß)/'((a-7)(ß-^)). 
Ope aequatioBis 

fit 

ergo 

i£ .<?, (w-o) (w-J-y) (»jry) ^y 

(m— n)ay ■ 

Est verOj omoibus laotis reduotionibusy 

«. « -= 2Vr(«-y)(«-g)(/?-y)f/^- ^] 

/-f^ — (a + P) ' 

est porro 

Crvlle'i Xonnal d. M. Bd. XYIL Hft. 3. 33 
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2S2 14. Luehierhaadf de irantformatimte escpreMtioius ^^^ (y_^)(y_^_-)/y^g j* 

est deniqae -^=iU«/-((a-y)(ß-i)), ei^o «=/•((«— 7) (ß-^)- 

Qoibus omnlbus collectis, seqaitur, fieri 

Bx ' ^^ Bf 

posito 

E formulis anteeedentibus derirantur aliae^ quantitatibus o» ßi y» ^ 
ioter 86 permutatis« 

Si quantitates (tj ßf y^ ^ sunt reales , atque ita comparatae^ ut 
a^ß]>7]>^ Sit 9 tum siogulis casibus, quimls elementum ^r inter limites 
a....± oo.... J; 7 et ßj| y et ^; j3 et a continetur^ respondent substitu* 
tiooesy quas tabula l.y quae sequitur, exfaibet; e quibus, eodem remcdio, 
quod in ^^Fundamentis dotis tfaeoriae functioDum eliipticarum '' pag« II 
indicatum est^ facile formulae^ quae transformandae expressioai 

Bf 

inserviunt) demari possunt, quaeque in Tabula II. proponuatur. 



A. 



Tabula 1. 

By Bx 



I LimitiHi a* +00 8' <-» — («-/y)(j— y)(y~ ^ 

!• IJlIullUo tt • • • • jl OD • • • • O • j— j — . , «. , — — r-7 — '" ^ • 

II Limi'tM ^ - ß- 1-Jp_ (y~3)(«— y)(/g— y) 



B. 



v"[-(y-a)0'— /?) O'- y) (r - *>] — Ärv[(i— «•) (i— »» «»)] J 



II Limite« ß a- <-* — (/?-y)(y--g)^«-y) 



X 



i4. Luchterhand, de transfoi mittöne expressio»'>i> Jtxiy-»L){Y-ß){j—r){y—»)\ ' ^^^ 

T ah u l a IL 

- By^ Bx 

I. LimiteB o . , . . + «5 q:^ - (73^7^7=^. 

II Limites v 0- i-x (a-r)(/9-y) 

II. L.imite8 7 , . p, j^^ — (« _^) (^ Zy5 • 

1 

dy , dx 

. I. Limites -^....y; lff^ [gl^)fr:;> ... 
IL Limites ß a; 1^^ (/g-y)(«^ ) 

Modulum K unitate iniaorem esse, in subsÜtuti^ibu^ Tab. I. B. et 

Tab. IL 4'> Ä pm ipso intuitu Uquet; valorem y^L^Z h^3$!j <Juo^e 
unitate minorem esse ex forinpf qua ec^biberi potest, sequenti 

rtC«-y) (/?-*)] ~ v^[C«-^) CÄ-y)+ («^ --/?) (y- ^)] 
elaoetw 

In formulis propoutis, iranseunte y ab altoro limine ad alterum x 

ab -^1 ^d +J traoMt* — 

Formulaep quae in Tabula I» JL e^hibitae sunt, taogi ,qaoque sub« 
stitationem realeip suggeruaf^ cjuu^i omnes quantitfiim 0^$ ^} Yf $ sunt 
imagifiariae« 

PoDatur nimiriim) designantibus n, q quantitates jpositivas^ 

desiguantibus m^ n^ p et g quaotitatea reales j qtio facto e^^pressio propo« 
sita haecce erit 

Subatitutioois formiilam ^ huno ad casum spectantei^^ sine ullo n^otio -ex 
foromla pauIo ante laudata (Tab. I« A.) derivaUs aubstituendo ipsanmi 

33* 



254 l4 Luohttrhand, de iransformaiime expressionis |^[j.(y-^)(y— ^(y-y)(y-^)j « 

quantitatum a» jS^ 7^ ^ raloreü mutandoque Km— atque w in nxj qut« 
bog peraotia erit|' ubi almul loco —* ponia Jf; 

dy . 3ae 

loquiramusy quosnam vtdores x induaty dum argmnenfom y iode 
ab altero limite -*• oo ad alterum >]- oo transit. Yalor ipshis x, huoe limi* 
tibus respondensy unus idemque est et quidem aeqoalis quantitati 

q-n _ (q-n) V\(m-pr+(n+q)'l _ y'[(g-n)«(«-p)' + (g'-»t')'] 
«(J+H) ~"(i+«)n(m-p)»+(«-s)*] — V-[(5 + «)«(«-p)*+(q*-«')T 

qnae) nt e posteriore forma adparet, unitate absolute minor est« 
Transeunte y ab — ao usque ad valorem 

' — w 2(p-m) 

variabflia ^ a valore j^^' "^ ad masumum valorem 4^1 adsurgü; es: quo 
ad mkiimwQ deereaoit^ eumque attiogit, &eto 

^ 2(p~m) 

ex quo minimo valore | creaoentci y aä +00, ad valorem primiüvum re- 
dit« Ex antecedentibua igitur apparet^ oum transeunte y a — 00 ad -{-oo 
ipsam X intervallum inter —1 et +t poutum bis permeare videamusy ease 

f^^ :. dy 5 r-^^ dx 

Qülbua abaolutia 9 faoile erit ostenau | unde pendeat proaper auccea« 
sua prioris^ quod auprA commemoravimua, aubatltutioma irrationalia« 

Reaoluta enim ftequationa ^^^r^i^^r^P^ obtiaetur 
derignaiitibui JP et Q functionea rationalea ^aiua ^ luiewraii R autem 



.» 



14 Luehterhand, de irantformaiiont txpressionis |/fa./y— g)(y^.j)/ ^ )(Y^i)V ^^ 

fuDOtionem secundi ordiois« Quo substituto ralore expressio 
57ip7 w lir} vT jftT iöduit formam 

« 

ex .qaa propter irrationales^ ibi comprehensas funotiones^ a priori haud 
liquet^ quamnam yiaoiy ad solutionem problematis idoneaniy ingredi de« 
beamus. Adbibita autom una ex formuIU substitutioDis, qiias aupra de- 
dimuSj e* g. illdj quae iimitibus ß et y respondet^ statim ad liquidum per- 
ducitur rea« 

Talor Tariabilis y, ex formula comtnemorata fluens^ faic est 

^ '^ a?(a — /J-fy— a; — (a — /5) + y-a 

P±VR 
= ^ 

cujus ope nauGiscimur aequationes, quae sequuntur, memorabiles : 

«• (e||-'ll)^*±(4<?ll-«ID 

= -^^[*'(*-^Xß-'yX«-ß-7+^)-ar(7-5)((a-7Xa-^)+(ß-7)(ß-«)) 

• --(a~yXß-*)(a-ß+7-^) +(^+^Xa+ß-7-*) /"«] 

=.T<.^ [(<?ll-^ll)^«±(i«?li-«ID]. 

ttve ponondo loco y valorem —„ 



/ 



258 14. Luchterhan d, de iramforrnnfione exprtnionU ^j ^ (y-~c)(Y-/g)( > >-y)0->^;3 • 

(P+ /R— 70)(P±/Jl - $Q) 

« Tü±f [(tf||-P§D^ii±(4o||-i,|D]. 

ita ut quatuor ultimi faotorefl denomioatoris in expressione {A») io duplex 
productum disoerpi posrant^ quorum utruqaque aequat (unotionem i cujus 
alter faotor est funotio linearis ipsius FariabHis qoantitatui x^ alter vero 
aeqoalis est numeratori expressionis (4<)« Subftitutis expressiooibua {ß.) 
in {A.)^ transformatio provenit^ 
dy Bx '^^ 

quae oum supra proposita convenit. 
Regiomonti ro« Oot« a. 1835.^ 



.■!* 
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15. 

Tlieoriae logarithmi integraüs Iineamenta nova. 

(Aoct Carm AnU Brttschneider^ auith. in Gjmo. ill« Gotbaoo praec. secondo.) 



Aa diffioiliora caiculi integralis probleraata theoria est vefarenda funotio« 
1118 illius^ quae logarithmus integralis dioitur, in qua acouratiua exstruenda 
jam plures analystae versati sunt« Imprimis huo referas pomina yirorum 
clU Mascheroni, Söldner^ Bessel, Buzenffeiffer^J^ quorum diligentia atque 
sedulitas jam difficultates quasdam^ easque non minimas', ab iila funotione 
oblatas superarere. Tarnen accuratior bujus rei disquisitio nullo modo 
superabundans censenda fuerit; nam non modo determinatio quantitatis 
constantis simplicior et rectior est constituenda ^ quam apud 8oldfiervm 
est***), sed formulae etiam gravissimae in hao theoria repertae vinculo 
et nexuy quo nunc omoino carent^ angustiori inter se sunt jlmgendae» 
Huo accedit, quod si valorem functionis pro magnis raloribus variabilis 
X evolvere vokieris, series adhuc invetitae, adhibitis ipsis Ulis viri cl. J7e9-* 
$el, non satis oonvergere videnttir. Quare hanc rem denuo tractabo atque 
ea, quae resultarunti cum aliqua gaudeant ^tilitate^ bis quae «equuntor 
paragrapbis proponam« 

Denotate logaritbmo integrali Tariabilis x per Wx, ellSciuntur ex 
evolutione quantitatum ' ^ ■ et .^ , ? et ex integratione subsequente 
aequationes fundamentales: 

2. ü(l±ar) = <?+/a?±a(iX — {9(aa?' + ^a(,a?»— i'2(4a^±.... 



^) Maschtroni io 8« adootetioii. ad ealenlnm iotegr. Baleri. — Sotdner in (h^rie el 
tables d*ooe nouTelle fonclioo traosceedaole; k Maoic, 1809. — Bessel id Köoigsberger Ar- 
cbif für Matbem. ood Natorwiss. aao. 181 1, fase. 1. — Bi^zengeig^ ia de Zacb, Monall. 
Corr. Vol. XXVI. pag.285. -^ Disqaisiliones a cl. Mascberooi iostitnlas non cogoofi bisi ex 
illia, quae d* Beseel io diepotatioDe eoa cila?it. Operie ipsiue copia mibi noo ^rai; ioTeeti- 
gallo aatem cooeiaotie libri eapnl eeee didtor. 

**) Coüt. HaUiecbe LhleraConeimog. 1811. No. 104. 
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ftStii 5^ fAä' 



li o^^'l^ in aoquatione (!•) signb stiperiori^ si ;r<^li i 
ntaris. Quantitas e pst constans integrationis utrique send omnmuius 
m/=s 1.2,3.4,... (n — l)n/ deaique oooffidentes s^ei (2.) siiot; 

5(. r= I « 0,5 
* 3(2 SS ,', :^ 0,041666 666666 666666 666666 ß66666 666Q66 6 . . . 
I % sr yV e= 0,0138»8 888888 888888 888888 888888 888888 8 . . . 
J S(« s= «fIw = 0,006597 222:?22 ?2?22? 222?22 222222 2?2222 2 . . . 
f a, « Av *= 0,00375 

1^ 33 7^'Ai; as 0,002378 196649 029982 363315 6%649 029982 3 .^. 
f «7 « ttMt =» 0,001623 913454 270S97 127739 984882 «42025 6 .. . 

=r 0,001169 567074 514991 181657 848324 514M1 1 . , . 
ar 0,000876 950445 816186 556927 297668 038408 7 * . . 

s= 0,000678 584998 463470 685692 907015 130137 3 . . . 
= 0,000538 J550582 939787 485242 030696 576151 1 . . . 

s 0,000436 391104 82919p 422^23 9319^4 108290 9 . . . 

= 0,000359 807569 772481 8.85831 4991^1 1125307 ... 

s=s 0,000301 068017 071819 489777 413687 718550 4 . . . 
et«. eto. 

Ad inTettigaodam oomtentem, posito U :» 0, fiat in «equatbiie (2.), ad- 
iiibttis signis inferioribuB, « =s 1 , quo prodit valor 

ex quo vidwe lioet) e inter valores 0,5 et 0,6 eootineri. Porro cum sit 

19(4 = TT— x-z2(i — ö-r9fa — ö-l5(, 



4.5 4.4"" 3.4 

etc. eto* 



15« Bretsohneider, theortae logariümd iniegrolU Untamai^i wnnu 259 
additis quae io Uom rertioili Mte exo^itmt membris» wuüm effidtur: 
4. ^»l=«*(o+373+0+---)-^^(2!3+0 

qwae oilius coiiTergilt quam (3«) ^j defioiente alia via, ad detonnuiatioiieiii 
ooDstanlia adbibari poMiU 9*'^^''^9^'^^™ ^^^^ wüX&xSUt^ itt valorem solam 
numarloiim oonstantiB enudeesi aed necesM esti ut veram oognoacas hufus 
quantilatia Indolam, quem fiuem modo 10 sequentibus propodto aasequamur« 
Cooalat eoim eaae 

(denotante ^n coefiBoieiitem ntum erolutlonja fitoultatis (1; ^rcf^ ai ;^ eat 
numbTua toteger poaitivua)« Qooa yalorea ai aubatituaa in OL), aohUia pa* 
rentbeaibus et membria \XSa^ quao eadem utuatur differoutia p — n bdi» 
cum ooeiBiaeiiiia ^^, cootractla, baec prodit aequatio: 

± otc 
Ad sommaadas series in parentheiibus indusas habas^ danoteDte *93r ooef- 
fidantem bluomialem ntum e^ponan^ tf, 

± ate. 
Vdn antem hujus aequationis ad sinistram soripta est aequalis quantitati 

quo effidlur 

— y n\ 'IT* 

Ideoque 

CkÜ^c Joarnal •>. M. IM. XVII. HA. S. 34 



262 ^ Brütsehneider, theoHat lagtr Uh nä htegraÜs Untamtaii» imcme. 

arbiteariae n ite eet detarmiiMinekis , nt sit «"^2, qua una ianliiiii eondi- 
tiooo series oonvergit. Si modicu« varrabilis a datur yalor» oompntatio 
fiinotioab U« eatta oommode ef&dtur; at magni argumeoli x valorea oom- 
putum tarn operosum redduot, ut caloulatoria quamm iudefead aeduUta* 
tarn reprimant« 

Alias etSam oandsoimur formulas düoerptis ratione modo dioenda 
ooeflSoieDtibuB 9(i Sla eto* Constat ninünun, ooefficieatoB ex evolotione 

quantitatls ^^^ . > progredientes ita quoque repraesentari posset ut nC: 

«i = f, 

i«4 — -j^jj 1;;^, 

^**' 2.5 J 4.»! » 

^^ OF 4.6! T^ 6.61 ' 

rw7 ~ 2.71 4,71 T^ 6.71 

etc., 

ubi |3i; (3,, 0, etc. nnmeros deelgaaot BernouiUlanoa» Quibua valoribus m 
Serie (2.) substitutis nova prodU. aeqaatioi 

15. a(l±x) = 7+te±|*~^(^*»T3|?«» + ^ar«T....) 

^ 4 Vir* + if *^ + 6r*^T • • • •; 

— etG.| 

in qua ut serienim ad dextram soriptarum summas factamus est aeoesBe« 
Quem ad Cnem commemoremas formuiam iilam notam 

ex qua, posho n »uoeessire =si,% 3, eto. et additis qui inde provemoot 
tenniots, aequatio prodit: 



IS. BreUohneider, tti§aHac logarUhmi inkgruUa Sneamenia novo^ 263 

oojus pan ad rinfutram scripta fonnam quoque induit aoqfxuUukt 

vel evoluHone iaota et podto i±xssu, in aequationem 

tR""^ *Tr\* + n3 + *2!T + m + — 7 

-t« -jrvy + TI3 + 216 + srJT + • • • 7 

abit. Bredtatia oauaa nunc daaiignenuis aerias modo «fvolutas aginbolo CC*, 
fla ut ait 

IT i . >" i g«)' ^ (^")» t (<«)♦ ^ ^ ä^ 

quo nandMÜmiir 

tuuo ex aeqpiatiooe (15.) deeoeiidit aequatio haec nova et memcKabiUB 

in ^o nnmeri BernonilUani ooefficientee ooostituunt aiDgulunun termioorum« 
Quae quidem evolutio subttdiuoi adeo oobis 8up[>edifa^ qao ooDStaotls va* 
lorem aiia pronus et Dovai q»am qua tupra im? sumus^ methodo eroira- 
mut« Habemus enim ia aequaüooe (lO.)^ adhibitts siguis iuferioribua et 
posito ^ as 1^ 

ideoque 



• ••• 



264 ^S' Briikehnelißer, ihtaria0 la^arilhmt Itaegntlli Unfornenin nora. 

eujoi ope ex rormohi (!$•) valorem eonstantit 

erulmw eundemi qnem supra jam iuvenimuf^ 

Coeffieientes symbole O deoaratos^ quorum In (ota hao theorta et 
inaximua usus et maxima est utUItas^ alias etiam per foraiaa repraaaeotare 
licet meiDoratu dignas« DiSerentiata aequatlone (17.) secundum lu aoeipimts: 

ex quo conoludimusi cofiffiotentes G enuoleari posse pestisriorem Biminim 
) ex antecedenti aola adhibita diQPerenUatiQiiet Ilt^iie «im «it ^^ es 



^U;-- — . habemus etiam 

idre, differantittioM perpctntta, 

^ j. b^i — -——-——--—— "77]SpiS '"^ « 

OA .rv-fa - »r'KlKY'-f>t(l»iyr'+«(g.-t)(/ii)*-»-|.....-f i»(>»~l). M.8.2/rt+n/l— »/ 
**• *'»+i *=* *-** ^ — (__i^)«+i ^ — ■' T — , 

quarum aeqtuUioniim ben^oio stiam lieet| oo^tjefitn jff pcp fonnubm 
hanc reovnentam 

^ "flu 

uiter se oonjuogere* InTenimus «iitem eadem yta: 

qui ralores, perpetua adhibita substituUone, oiim retidoon 
praebent aequationem : 

5= «*• C"^^ 



» > 



qtiae roulto oHiiM oonvergit, quam series in (17.) invenfa, ideoque ad 
coefficientium G wea C oompututn nummeuin magoopere praestat. 

AUa qtioqu« «»tat nee Doa reelior via, qiia euiidem valorain (26.) 
assequi licet. MuIlipUcata enim serie (17.) per 
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elBoitur ti ternuoi aas^in c{aautit«Us tu digtiilBtes «ontiueiitflt Mofungiiutitr^ 

+ ^'*'^*V2Ti;^l!lI(ii+l)+ 2! (11+2)/ 

^^'^^vir;~2!T!oirR) 

Coeffideus termini (/if/^ uiiniruiii 

/J * . 1 . t ^ 1 \ 

foruiam poUst induere 
cujus ope^ cum rft 



n.p/ • "^»p »(Ä+i)(ii+2)...,(«+p)» 

geries (27») extemplo in priorem (26.) iraiiBOiutatur« 

Deoique, ut omnia ad ooetlßoieDtea G speotaotia hie oolligamus^ nono 
iotegrale hoo deiiaitum 

commemoremus 9 quod rite eTolutum omaes feroi quos adhuc inreoiinuB, 
Qobis praebet valores coeEGcieotis 6^ 

$. 3. 
Series adhuo reperlae cum ad computum numericum functionis no« 
atrae pro magois argumeati x valorlbus dod admodum prostat^ experui* 
mur^ an discerpaado et traosformaudo efiict poasiti ut citius conrergant» 
Quem ad finem memiaisse juvabit^ eise 

Mit SC Sa Jt^ ^l^ 

1 1 — « -r« « I «* 1 *' !_**_» — . y 

Il"~2:r^* "* ITS "T 5X4 + ST* **■ 4 6.6 *♦* • • • • ^* 
eto. eto. 



nn: n a: 



266 !$• Bretsohneider, ffuoria» togaHibtti inkgrult» tbteaoMHta nwa, 

ttode posito « = 1, cum stt (t— 1) /(l— 1) as 0, deGoendont ralores 

1.1! 1.2^2.3 ^3.4 ^4.6 T^"**> 

1 — * i 1 , 1 , 

qui b formula (undamentali (1.) fiubstitutii siligiiliB temiiiiiB rite dispoiids 
et ratione habita aaquationis (26.) ^ noram eCGdiint aeriem 

29. n^^' » 7+^C±/^)i;'^rf(?.^-f lQ^4-iC7f^4.....1 

Itacjue ai valorw coeiBeieDtium C aUunde jam oompotatoa habes^ logaritb» 
mum integralem fadilime cromputesj al hodi yaloraa Olea e formula re- 
currenti (25.) commode eFolFaa^ eFolutoeque in functionis eompotatlone 
adbibeas« Creacente (c seriei oonrergentta imminoitiiri ita ut pro magnls 
argumenti raloribus oomputus nimis reddatur operoeus^ quo quidem casu 
alia ueeesse eat utarls seriei (1#) transformatione. Retentia nimSrum In 
formula fundamcntali termiois omnibus^ quorum ?aIor uoifatem auperat» 
diaoerptiooero aupra dootam in illo demum seriei termino adliiiieaai quod 
uttitatia limitem baud attingit, unde am]uationem no?am: 

1.2.3 ....« + 2.3.4. ...(«+!) + 5.4,4 '»'^[n+2) "^""j 

accipias pro omni «rbitrariae x ralor^ satis ooavergentem. 

Ultimo loco duaruro quoque aeqiiatioiuim meotloDem fadsmoi, qiiM 
logarilhmuDi iul^ralera per difTereatiaUa suooesaira exhibent, et qaarum 
altera ex (29.) et (22.) statim iarenitur: 

31. 




altera vero ex formula (19«) aequenti modo endtur. Habea anin ex 
aequatione (23.) valores: 



15» BreiMchmeider, theoHae bgmühmt imiegroHs VmammUa nwa 2^ 

qal b (10.) Bobstihitii adhibita aequatione (2L)» formdam esiübeat: 

T a 4,2! ^ 6.4J I 

~ 4.1! e-ai"" "*"••', 

4 ~ 6721 ••• 

etc. 

FacSUimo oniie intelKgb negottö, aerferuW horizontalium injierioreiii quam« 
quo esse differentiale «uperioru, Ita ut dato vak>re supremae aeriei tota 
aeqiMtio satis ut determinata. Constat aatem ease 

onjoB ope serid illii» supremae sumitiam invenimos aequaiem — ^(-^r--» y^, 
qaod farnuilam neb« praebet graTiaaiinam 

32. /C71±«) — Uli 

ehre 

33. /[±(«-. 1)1—11« 

<*{ ^^ u^lu * *%^ ^-^-^dijü? - + ,...) 



T • • ' •! > 



^ 4. 

AUad idernque promH nomm sub^dfam» qao adhibito tarmioi seriei 
oujasdam magb conrerganti theoria suppeditat Iraelionaiii ooDtmoaninii 
Ottjiis alias qoo^pie ia aoid^ utilitas est atqoe usus« Dt I« x fraetione 
mntiaua cmhibaatur hob nisi adbibita aequattoae (I2e) effid potest| omn 
aumsraftoMs et denoiiAiatofes partloiilares ex seriebus il.) et (2.) Orien- 
tes tantopeie lAit npedili^ ut lex qua atimtiir repesiri rix possit. Itsque 
^ data est aeries 

in firactidoem conliauam transfonnandai babes; 



268 ^9» iDr«f «chrtei<l<*r^ ih^mut to^mithmi infegtalis atifameiitti mooa. 

1 



fJt^ 






"*" 1 >(JI±H)£ 



1 +?- 

^ 1 4- etc. 
Denotemus nuuo üiugulos numeratores particukirM suo ordine per 
U^aimtOi.. . . nee non denomiDatores fraotiooum approximatarum, sucoea- 
■ive evolutarum, per itf^ M^ Mt Mi...., nemo ept qui dubitet, quin sil 



' ^^ Mo ~" ilfo All "'' Jtf . ^1 Jtf,Äf, "^ 



• • • » 



0Q a 



luveuimus autem j9tfpt:s:0p.Jfp^ti-)-j9fp^, qua de causdi siilitraotis ternunft: 
seriei negaÜFis ab antecedeotibus potitivis^ nanoiBOMnur 

quod 8H0 k>co substitutum seriem supca evolutam exbibet sab forma Mqueatl 

Ilaque aym quivb deDomlnator Jfi ilf 3 üf^ • • • • hoo scbamate iiniTtrsalt 

oantiDeatuTi aeries nMtra (d«) bano iaduit formam t 

' l + («-hl)«"^ll+(it+l)arJll+2(i.+2jar+(ii+2)(ü4.1j4?*J 

. ^ 1.2.(ii4-t)(w + 2)x^ 

+ etc. 

ad QomputationeiD aptisaimaiD« Et faoile inteliigitur^ haoo^ aaljem trana«^ 
lomatäiii eo citius coovergere^ quo magis seriea Bupra propoaita diVerseriiw 
Jam vero licet^ loco fraotioais eootuiuae (u.) m scman^ traDaferaua»» 
4ia Talorea emicleare fraotionum approximatarua», tfu» fantlioaetD f^ 
usque ad certum limitem satis exacte repraesentant» Veram eniiii w§to 
oam fractiooea approximatae ex (o.) evolutae oimis tarde toafmgßutf pcae» 
atat ut fraotioDem ooDtiauam (a.) in aliam transrormemiiS) quae 99a niti 
dimid^am termicorum partem coutin^t« Coostat oimirom ahie 
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. Vi. — 1 (n+l)a? 

quod nobis fraotiqne« appro^mafas ae^pientes 

A« f a^i — * t+(«+2)ar» / «'a — * l+2(n4-3)«+(«+3)l«+2)x»' 

>. _ . («+ l)y •f?(itil)(n45)arH[l(n+l)(ii45)(n-f 4)--l(i.f i)(«^.2)3g» _ 
' ' "■ l+3(i|.J.4)a:+3(«+4)(n+3)«» f ('>+4)(«+3)(n+2;^« *^* 

suppedhat, quarom Schema uniTenale 

iuvenJtur« Numeratorls coeffioieotes JV^ ex Ulis numeratoris olassw ante« 
oedeoUs {f — l}(ae et (^— 2)tae per formulas recurreptes derirantur 

qua^t 8ubsUtatIoo# rite perpotrata/ aecptationem nobif praebent t 

h. iV^r=j(rTt)I(n+l)'-«J5,.,.'^n'ö^,— (ff-2)!(ii+lX»+2)''-»JB,.,.'':»^»!i8,., 

qufta pro impari Talore ipidicis r termioo illo fioitur, quod ^'^^'^^r^^^ 
oootmeti pro pari autem iodicb valore^ termioo per ^^'^fd,^ muUiplicato, 
Fadfi negotio nunc demopstrari potest^ aequationem {^) pro N^ valentem 
etiam pro N^ et N^i valere^ eul autiMn demonstrationi, cum nimiis loD|a 
enety supersedemua« iSingiilos nunc coefBcientium N valores^ quia Ol sal 
et ^d3o SB 1 inyenitur^ tabol« aequenti exh9>eamua tales : 



35 



\ * 
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p\.=i 



r = 2 



1 
2 
3 
4 

5 
6 

7 



n+1 
n+1 
»+1 
n+1 
tt+l 
n-}-] 
n+l 



2(»+i)"+*a3i 

3(ii+l)"+«95i 
4(»+l)"+'»i 
5(ii+l)-+«Ö, 



2.1(11+1)-+^. 
3.2(«+l)-+«ö,. 
4.3 (»+!)"+'»,. 
5.4(ii+l)''<*©,. 

iJ 



.l(ii+tX«+2) 

2(«+lX»+2) 
3(«+lXii+2) 

4(H-«X«+2) 
5(«+lX»+2) 



4 
5 
6 

7 



6 4.3^.1 (»+1)»*'»4 

6 5.4^.2 (ii+l)"*^« 

7 6.54.3 («+1)-**Ö4 
et9. etc. 



3.2.1(»+l)»+^--Zl(ii+l)(fi+2)-^, 

4.3.2(ji4-l)*^l»,— 3.2(ji+l)(H:2)-*15i 
5A3 (»+1) '^— 4^(»+iXii+2)^*^ 

€.5.4(iH-t)"**».--M(4H.l)(iH.a)»^, 
r«5 



3,^1 (»+lX»+2)"*'»,+2.1(n+IXn+2Xii+3) 

4.3:2(n+lX»+2)*»*», +3.2(n+lX«+2XiH-3) 
5.43(i»+lX»+2)-^*»a +4^(j|+lX»+2Xi»+3) 



Oenique , d denominatorem fraotvoms appraximatM j^lafl in aogua« 
tlooe (^«) «gno Xp deootef, ex formula reoorrenti 

faoile denumstrabiai sobona ibi relatiuk eCnm pro J^t valere idaoqneilBii 
habere tmirenalemi nade fit ot aiD^vlae quaeque üraotioMS afpraackoBiaf 
fimctionn /*jr posnnt ezhibeci. ' 

I« S« 
Fraotiooem oontmoam («.) fta etian lioel repraascBfan^ «t wwJifftf Bn 
anteoedentem ia ipeaf reo^as feao ti o— ■ approqdoaatas» Qao hoto 

86tt Mbema Uli 7; :k ; 



lA. Br^Utkm^iitr^ lliMHm h§mi^wd MiyraKi IhfmMifff iioiMit ^1 

ottjoi dcoomintörem eontony quem lapra io (jr.) faiTeiümua* NamenH 
tot» vwo ooeflkientM 'JV es focmdii Mcunentibut tn(MaM u»p/eaSä» 

qd Tilorw aibi rite snUtUuti a^^hema nobb praebent boo inuronalet 

A '2V?«r/+(r— l)J(p-r)r*^'+^H8,— •+^J 
+(r— 2)Iö»— r)(p— r+l)[*^18»— "♦''*^»i •+'-*»i+"+^95a 
+(r— 3)1 (/»— r)Or— r+l)0»— r+a)!***^*"^— '»♦'^»»,.•+'-»95, 

+(/»-r)(;^--r+l)....(|»--l);» '^*»,. 
Qnantitates imds [] inolane^ quae forma oommuui 

ii(iiiitiu% ita sunt definiendae, ut omnes termiiii^ in quibus U'^'v^r, toi« 
faaitnr neo non u solummodo retineantur^ in quibua indicttm n.efr v somnui 
ittdioeni r non superat« Demoottrationem formolae (L) pro oasoi qao 
|i+l et r+1 looo /^ et r positum ob^ feoile^deniperpelrares; sedonm 
tk longior boo looo eam onusimus« Ezpranionem (m.) oom constet esse 
aeqoaleni ^^93« j aeqoationem {l) paullo lioet oontrabere. Svbstituto enim 
vdora ^"^i, pro . omnibw terminisj qui sohema (m.) integriun exhibent| 
profiflisoantur : pro valore Indiois r pari aeqnatio 
n. 1^^ r/+(r— 1)1 O^—O'^SÖi+Cr— 2)1 (/>-r)(p-^f*+l)H^^ 

+ (r-3)J(/^-r)(;i-r+l)(;.-r+2)'>+^iB,+..w 
....+(r— |r)J(/r-r)(/^-r+l)...-(p-.r+ir-l)i^iÖ4. 

+öf^l)J(|^^)(>i^+l)-..-Cp-{r. 

+ elo. 

pro frioie autem indicis r impari aequatio 
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o m 



+ (r-3)l(^-r)(jt»-r+l)0»-r+?)'^ö,+,.., 
+(r-i(r+l))!(/;-rKp-r+l).... 

CoefBcientes W cum eosdem inveniamiiSi si io acquaäone (^«) fraotionem 
ad dextram scriptam de uoitate detrahimus , habemus eüam 

SdaoQua 

;». l»(;i-l).„.(f»-r+i)"^*»r-('^l)K»+l)''-H8^,.-+*+'S5^, 

; +(r-2)!(«+l)(n+2)'^»^,'^»au,+.,.,«'jV^ 
quod tBkdhibita aeqiiatione (/,) relationet nobb ptadiet iqter coefHoientet 
binomiales admodum memorabileS) qoas boo autem looo omitti neoene 
est. Primos nunc valores cogC^oieotb '1^ tebiila se^pienti ante ooulos 
ponamust 



1 
2 
3 
4 
5 
6 



1 
1 
1 
1 
f 
1 



wmß 



11 

11+1."+*»! 

1 1 +2 ."+*»j 

1 ! +4,'^», 
i 1+5 ,"+•», 

H 



21 
21+t.«»i+t?."+*S5, 

2J+J)/»x+2.3."*^, 

2« +3,"», +3.4 .•+'», 

2!+4.^»,+4.5.-*^ 



3 

4 
5 
6 



3! 

31+211.»i8x+lli;2["*^- 
3I+212.»®» + 1123[*»*!8,' 
3J+2|3;§5i+lI3.4r'**©, 



"^'»1 . •♦*« J + 2.34 .•♦'fiS 



H 



4 
5 
6 

eto. 



41 



4!+311«ö,+2I1.2."«,+111.23[-<^ 

4 ! + 3 1 2 '©i + 3 1 2.3.'iöi + 1 1 2 J.4 P^IB, 
etc. 



"+•3*, ■^55,] +^3 4.5."^«^ 



•U. Brtisehneiäer^ thfürhe hgariihmi integraKs Kneamenia Mova. 27-) 



lam restat uf fradioni contiouae (c.) ia productnm inßoitat miilti« 

» 

tttdinis fiiotorum atudeamu« traDsformandae» Habemus autem seciindum 
Turum cl« Stern y si fraotionem aequatiouis (jjf.) solani per Y^p deootamaSi 

quare id agamus necesse est^ ut expressiouem uuiversalem factorb pli 

~— ^ enucleemus» Quem ad finem ponamus y*j(?p=:^, et siogulos frao« 

tiouis oontinuae [e.) numeratorea et denomioatores parliculates = ^i ^ a^ 
ei reap» h^hih^*..^, quo facto habemua 



• « « • 



Vp^i'bp'-Vp^Op , 



Xd*1 fra "- -Xii 



neo non 



^p^i^p 



p-2 «,• 






p— t yy»! ftp'^.ypi^t y^p^7 g/» 



r^ifr.— A- 



^|^-l '^ |^-l ö^ 



p-a r p^L up 



Talorem autem immt-ratoris J^x ^p-i*p~^p-i Vp^i^tp itaquoqae reprao* 
aeotare licet^ ut sit: 

imde^ cum coustet eise — (X^.i F^^— JT^^j *^p-i)=? aiaai%..»tö^j «>c* 
pressioaem numeratoris illiua deducimüa aequeotem 

ex quu valor fraotlonis admodum eiogana 



r. 






yp^iXp-^-a^ a^a^a^.^.,up 



i + - 



41, Oa<'ig4 



• • •• 



deftccudit« Substitulioue igitur perpetrata valoria ^x^ in (jf.) propositii pro« 
duoti infioiti Schema resultat seqtieos: 



[i+Äi 



«*ji 



^ fiJ. . l.2(n+r;(«+2 )( «+3)x*' ] 



1'-^ 



o:] [ 1+3 (11+4) » -f 3 Cn+4) (n+3)x»+ (n-H) (»+ 3) 

1.2.3(«+l)(iif2)(/i+3)f*t+4)ar* 



x[t+4(«+ö)«+6(ii+5)(/if4)x«+*(«+5Jpi+4Xn+3)a?H('«+6X«-H)(»+3X«+'i)**]. 

cujus factores oelerrim« ad Cmhem 1 conrorgunt. Pari modo si välörem 
lunotioius fXp In aequatione {k.) propo^itum adhibeipus, aliud hoo aanoisoi- 
mur produ0ti infioili afllMmat 



274' !&• Bretsahneii^r^ fftforiot hgmrUkmi initgratts Vmam^nia novo. 

X etc. 

Poftito nomeraCore in ae^pMitione Qt.) ^=s^Vp 9tqM aeqoatioiie (#.) 
per (t) difisa^ profiobdtur: 

Porro^ cum ait ^FpSs&A^p — Fp^ babemusi 

p-4« ^p ^p— l-^p"** ^p^p^l 

_ y-p.! Xp ~n y^P-i+(p -^l).'(it+l)(«4-2) .... (/i+p)j:V >-» 

^p— l <^p "*• ^p ^p— t 



— 4 . (p-'l).'(«+l)(«+2)«—('»+P)«»-' 

— *+ 'n.*v« — » 

uade aocipüsuss 

SUnUi modo divisione iarene^ lumirum (t) per (4rO perpetrata^ ad pro« 
daotum penreainuis hoc: 

quas tarnen evolutiones, eum rei aostrae alienao videantur, boc loeo 
omisimus« 

f. 7. 
Jon rdabamur ad logarithmot iotegrales, ^lot posito n as atque 



•i«. Ii — s=! — ~ I — — — - SS«— — r— i 1— ' ' V ' 



2 



'*+Tr2 *+''-~r— 3.4 



^+::..] • '*"-«^--l 



39, «, •» ""«l/x+if 



. • . 2!2i 1 



«-%' 



iö. SrttMchneider, Ihecriße log\rühm\ inteßraüs lintqmtnta nova, 27$ 



Fractione« a|^r(HEiina([Ml owiq ha^eoaus sequeotes^ 

(/x)« + 10/x-f 18 



• V 



L_ft_ 

1 (f a')»4-ll (lar)*Hh2fi l«4- g 

^ V (i (iaf)*4.18(fa-) » +86/ar4-96 \ 

: X. (x\ (7'»)*-f 20(/x}' + 120(/a:)»+240/«^ 120/ 

1_ (/ t) * 4-19 (/x)«-f 102(/ar)>4.ia4/a?4. 84 

"^ j:./x'(ix)*4-20(/A')'4-120(/a?)*+2407«+i2l' 

^ _L /< (•/ jc)-;+28(/;r)> +246(/a?)'4-756/x+600 \ 

^.7i^\ (/ar)»-f-30(/a?)* -}-200Wx)ä -J- 1200 (ix) *H- 1800 1*4- 720/ 



etc. 



1 (fx)<4.29 (; x;'^4-272(?x)'4- 954(/x)«+i0*4iJ?4.<2Q 
s/a7*(Ifl?)«-j-30(/x)*-i-300t^x)»-J-1200(/x)»-fl8Ö<)/*+720» 



37, li— = 



Dcnique nanciaounur produota iufiolta 

i _1_ , 1 y 1 \ /. , ii2i V 

"x,/« •" x,/.T\/x+2/ V "^ (/x)*4.6/a?+6/ 

^ V+ [ix+4][/x)»4-12(/x;*4-36ix+24]/'**' 

_ 1 (^ l_\^ 1:2! \ 

xlx\ /r+2/\[Jx+fl[(/x)»+6lx+63/ 

V ^4 2!3; \ 

^ ^ l(/.x)»4-5/a-}-i:]{(7x)».^-12(?x)» + 36/jc-f24]/***V 

(^uibus oinnibitt aequationilius ad li — oomputationem satis commode vte» 

rts, gi argomenti x valor admodum acereverit. Sed hane ipram formnla* 
mm ooneinnitatem valde augere lieet, ubi retentis omuibus serid (12.) ter» 
mipM) qtii unitatem noa superant» IraQsfonnatlonem in aoteoedenti $pho 
doctatn illis tanttna tcrmiuM i>>vii)ibaemj qu; sericm redJuDt divergenten», 
^uo facto eveoit ffxempli gratia: 

38. h- - ™.__|^i__-4-p^.~--^-j ^«_..,. + _-.j 

^ ü/ip bi;r+(«"4-i7 "^ t^r+t«+l))£(/*»)+2Tw~^Ko/'^(^+2)tll+l)J + • • • *J 

elc, etc. 

86. 
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FacHi nogotto in his aequationibus pro qoove variabUrs x yalore qoant!«» 
tatem n ita deterroioabis^ ut otuiiiaiiim aolummodo numeniiii digoitatum 
Ix oomputaodum babeasi qoi lafgaritbmi integralis Talorem aatis exactum 
praebeat. 

Aequatiooea adbuo enudeatäe qaamvis aperte aint utilissimae^ eo (&• 
men iooommodo laborant^ quod aiogulorum nuDierorum logaritbmi inte- 
grales sioguli sunt oomputandi» Pro valoribua Tero argumenti non magno 
disorimioe diversia muUo minor computationis ept labor^ ai logarithmum 
integralem alium ex alio oomponere vel ai valorem li(a-{-^)^3:valore lia 
derivare lioet; oui rm constituendae baeoe ioaerriunt disquisitiones« 

Si quae funotio argumenti a-f*^ aecundum dignitatea functioniii alhis 
eujuadam argummti Xj quae tamen pro ar=sO neoeaao est et ipsa eva- 
neaoat^ debet erolvii optime tbeorema Soldheri elegantiBsimum adliiben« 
dum erit« Habes enim: 

3a. F(ii-t-a?) « Fa + jA'+^A''+j;A'''^.r., 

qua in aequatione u functionem quamcunque argumenti ßf et formae 
f(a^x) — fa indieaty coeifioientea vero A valores ioduunt bos 

Quo in tbeoremate adhibendo id praeoipue agendum est^ ut funotio u eli* 
gatur talia^ ut ooefBoientea ^ quam aimplioissErai prodeant« Quod facillime 
ita efifici posse videtur, ut u ssa-f*^***^^^ ponatur» quo facto tbeorema 
aoatrum ad notum iUud Taylorianum redudtur^ nimirum posito jPa = li u^ 

lam vero babet» 

quem vaiorem si in (40.) substituas, sotutis parenthesibiis terminisque illis, 
qui isasdem dignitatea quautitatis la continent| in unom eoUeotia^ acdpis 



15. Breischneidtr, Ihtoriae logarit'imi integralis lintamenta a-^va. 'XJ7 

«- etc 

et si pro serlebus in parenthesi iiiolusia earum valores as: aequfttloua (18«) 
•ubstituaa et brevitatis causa 1 4- -^ =» ti ponasi 

42. U(«+a.)3=Uaii = U«+««{;^C^-(i^'Ci*«+{,^)'C;*^^.,.^ 

quae quidein aeriea pro luagois niloribiis quantitatia a dto oon?ef|;it^ et 

dummodo ooefficientes^ (Jf^YPT'* computaveris^ faeili negotio 00111141 adhi« 
beri poterit« Tameo hano aeriem, oum ait maxima ad compatandos loga« 
ritbmos iot» argumenti au vtilitatei non sine magno labore ad compotan« 
dos fuootioius valores pro Bumeria illts^ qui a proauiiie ioseqauntury adbi«« 
boeris quomam^ mutato Of aea u^ omoea qaoqite ooefficientes (Ju^C^ 
denuo easent computaod^» Aequatio (40.) buic rei efficiendae optima la«» 
aervirel^ eom ejus coeffioieotea unius quantitatis (f siot fiiootiooes ; aed coef« 
ficientes ipsi tardiua oomminmintur ita ut via ulla gauderea subleyatione« 
Cujus rei impartumt^ti iit m^deretur j^ir ol# ß^zmgeiger hoc theorema 
integrale 

43, Jf(a+.a;)d9z^ 

1 1 " 

proposuiti io 4U0 quantitates p^f p^\ •**• /^ prorsus ex arbhrio^ quantita« 
tes autem ^| if*^ ..., ^ ex iUis ita definiuntur^ vX n primi seriei termi« 
Dorom eTane«q^t« ProdeoDt jgitur, si coi^binationea ti^t^a olassis ex v ele« 
dentis, nuUa pernussa jBkimentor^ rep«litio0(^ aigo^oes per ^^ ^ aeqna« 
tiimea aeqnente^. 



ae 
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•••i 



R-fl 



p'^p'-p'Xp—p") "{p'"—p"W-p") * ^^^'^P''P'"*f"* —•^*^» 



Jbm spoDte a^aret, quatenus boc tbeotdma eam aliu qaadraftinrae me- 
thodu ooogruat. Si adea n quantitates ;r ha determinare Teiles y »t ter* 
ii^orom ia (43») adhuc reliquorum etiam n primi evuiescerenti pro quan-* 
tifatibus /^ et ^ valorea illi resultarent a viro cK Gaufi determinatL ' Qtti 
eam alias magna cum utilitate adhibeantur^ io nostro oam noa aatis ma^um 
piraestarent comroodum, quia {uacüones ^f(a'^-p^x) ss f\l(a'\-p'x)]~* 
magnam tum iu computando faoerent importuoitatem. Lioet vero eundem 
assequi fiuem ita ut quautifates p*, p", .... plane ex arbitrio determinesy 
dumtnodo in (43.) quantitates f/^f q"f .... ita eonstitaaSy t^ ab rto de> 
■kim seriei termioo n termini evanesoant. Quo faoto profioiMitttr «equatio 

44. ff{a+x)dx = 
ffa,Ba-^ xlii + y^+yf . . . . + (r)fa- q'f(ß^-p'x) - g"f(a+p"x) -,..,- y Y(»+i''*>l 

-kT-'^r^i-^^'-P' r'/"'P"+-" + r'Pn 






Aoc BQn valores qjuantitafum ^^^ q^^^ #v.« qni sequiiotitrs 



) 
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«_ r-f-a ^»-V r-j-3 '"'-'T^-— '3:^4.^+1 , , , ,,, . 

T — p"»^Xf-p"Xp'-'~p") . i . '(P"~P"XP'—P") * ^'^^^^'Pff* 9"*'P)7 



Si a nou inferius est 100 iieqae a: miperat 5'^ sufBcit ut rssaS et Brts:2 
ponas^ ut logarithmos integrales argumenti a-^x usque ad 7 locos deoi« 
male» acourate coiäpiites« Quamquam ita etiam satis operosa restat eom» 
putatio^ ut in alias ioquiramua fonuidas necesse esU 

§• 9. 
Qaodn series omneB pro logarithmo mtegralt nobis propontas ioter 
ae eonferitnuSi aemitieBi ibgere potest paene omnes progredi secuudum 
diguitates loganthmonmi^ q^sque iRas^ quae ab ioiüo $ecuadam d^itates 
ipfliuB argumeoti evolutae erant^' in alias pösse xnutari^ quae secundum dtgnita- 
tea ilUui logaritlu&i pröoederent ; qniae quidem res aperte dooet| logarilhmum 
integrerem per theorema vlri oi« Soldner simpUcissime eFoI?i| posito fa 

xszlß, Habes ita^ onm stt l(a^x)'-^la t^ l\i -^^ —j ^==^ lu, 

CdSfiSciento) terminorum (Inf cum solius quautltatis a sint functiones^ iis 
semel determinatiS) ex hac formula logarithmi integrales totius seriei nu« 
merorum a sdbsequestfimi oemputats possunt neque requvitur^ ut par?i 
tantum quautltatis x valores admittantur« Etenim cum adeo arssa p<H 
uatuir^ /ti=r/2 satis ex^um bgAers, nt series fpsa cito oonrergat« ' 
cum pfir formalam recurrentem 

*-Tr — r^ — ^ =* -^* 

la * . 

• • _ ... 

eoSflIcientes posterior quiqtte ex antecedenti derivari possSaf^ serfem 
si adhibeas muUmn praebet oommoditlitis/ Xi^^uare vir cl« Soiäner m 
faano Boo traf»fortiiatam sed talemi qoalem modo exhibuimus, ad coi 
taadam tabulam suam adhSmit* Licoi f ero multo atifiere dun utilita 
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dHpo8itt8 nimirum coefficientibus A, et terminls inde ortb alium ad ordi« 
iietn inter se junotis. Prodit enim ex (4$*) 

46. li«« = «,+«{ '^ -i0 +i(^^y -iQ^' +.,.. 

+ ete. 
Colleo^ts nunc tenuinis in serie bomontali ooHooatb) oDdpb Mquttioneai : 

«(••0 -««+«{'(♦ + n)-r!['('+f:)-7:] 

qaae solutis denuo parenthesibusj siogulisque termioi» rite eonjunctiB^ abit 
io haue 

Kursus igitur faabemus series C', neo non ad speciem quam oiaxjme oom- 
modam ooofQraiatasi cum z hio sit negatirum idepque op{M)fi|ta SjBse «xoipiaiit 
siugulorum terminorum signa« Bändern aequatioaem (47,) adhibitis ibrmalis 
(23.) et (24«) immediate ex formula (45.) derivare liceti oum pateat esse 

Contractis ia (46«) tertninisi linea perpeodiculari sibi suppositis^ rdabimur ad 
seriem(42.X 4^m nuoe ex Ti^hri et Soldneri theorematibus eaudem oriri vi- 
demus. Solutis iterum ia aequatione (42.) seriebus C^'* terminisquei qui aeqiia- 
les argutnenti lu digoitates oontinent^ ioter se junotisi nova prodit formula : 

48. Hau =?Ka + aif[/(~)~/ufl4+('«)'^t~ W'^^ 

"^*"" 1.2^....iiVa""2.3....(ii + t)Via/ ^i.4....[n+2)\la/ T-- 

Coefficientes fl ex quantitatibus X $phi terliae hos sibi habeot valores: 

MM* SB 77 H, 



2.« "• 2.2." 



fl;s=l±?fl,.,-:^ etc. 






• •js ;,,\ 



.-A' ••*. N 
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unß^ accipimiM et bot: 

Quos Teloroi si in perpetuum sibi substituis^ otim residiium 
(n+l)(n^2).^..(n^r)\j;T£} B^^ pro resoo plane eraoMoati ooeffi* 
dentis J9f, valor prodk sequens: 

49. Ä«;Jr[;;^-j:fj + ;^^ +;rF3(i|s) +--l==;r'^- 

Habemus autem casu nostro iZT'^^j^f 9^ ^^ ^'iM •aquatio (4&) abit 
in hano: 

quae nonnunqoam bene adhiberi potent« 

Deniqne hoc loco notare oonTenit^ ut omnes formulae fai {pbo 8« 
et 0» propositae alia etiam sioiplicissima via inrestigari ppssint« Est Anim 

unde» ttum Ht 

fdu(lnT « «[(/«)•— n(/tt)»-»+n(ii~l)(/»)"-*--.M.±nCn-^l),...3.2/«iFn/J 

«C'i. (/»)•+« ±n/, ^ 

aequatioaem habes: 

ex qua poiito « =3 1, talorem oonstaatb 

aodpis, qoi sno looo sdbtitutus aequationem noottam 

51. üa««Ka+«[ifGrj"-(|3-öi-+(;-^)l?i«- + .... 

eandem praebet^ quam supra in (42*) jam invenimiis> ila ut erolutionea 
fuoctioois li(a-}-^) ex theoremate Tt^hrUmo vel Soldneriano mnnino 
con sint neoessariae» 

*. 10. 
Pormulam ittam (42.) , quam tri|)liei modo inveittigatam semper ean- 
dem invemnius, in tofa hao tbcorta e^se fundamenlaiem neminem lugere 
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petesti ita ut in alias nova^que aequafiooes frusffa inqtrfrere videamur* 
Jatn formula haeo ot illae b (47.) et (50.) propMitee^ ^uae ex ea desoeu« 
dunf| faeultatem nobis praebent^ logarithmum ftttegnlem pro quevii argii« 
meiiti a valore satk commade computaiidu BfandaiMn autem . uttkateiii 
liae aequaUones logarithmfli iategralibus dignifatum argumenti cooputaadjla 
guppeditant« Fosito enim a^=^d^ et u^=:^ß^ prodeiuit ex (43L) et (50») 
aequatione^ 

quarum ope aut logaritbmos idtegraläs dignitatum ejusdem radioU suooesK* 
aire asaendentium^ aut logarithmoB/ integrales earundem dignitatum diver- 
sanim.radieum commode eomputäre poteris. Ex (52*) succemVe substi- 
tuende et haec prodit formula: 

+ ^* Vn^ +(n_l)i +(7=:iO^ +•••'+ (^^^ 

— etCt 
ex qua licet asccndere a logarithmo integral! inferioris dignitatis arj^u* 
menti a^ omissis nifidils terminis ad eom summae dignitatis argumenti; 
quae formula cum oeIer*ime conrergat omnibus \\% satis commoda esse 
videatur^ qui non i]jmia flagitant» Aequationem pauois admodum oxcmplis 
utilemseries (47.) nobis praeberet, coefHcienttbus C*pro as=:a^ tardissime 

decresGcntibus. Ut vero logarithmos integrales argumenti -^ * compararet 

bacc series aptissima est, quippe quae, lu posito negativo» aequationem 

Suppeditat. Quodsi idem mutaveris in (42.) resultat: 

56. Ki = ««-Jt^c;"+(ij)-c.'"+{is)V.-+;...]. 

quae quidem eadem est series , quam vir d« Be99€lf quamvis aliam pror« 
aus viain ingressus^ nactus est et ex qua duas formales eottdearit, aeqoa« 



1$> ^reiseh'neider; tleoriae iojgatUhmi integralts Vmeamenta noM 283 

fioidliiis (52.) et (54.) ofmillitDas« Qaodd vero ad ustun speotM, nostr« 
quas modb axposuimus formulas utilitate sua BesseUanas superare putave« 
timus^ cmki opposiia in nosfris et tonmoorum et coeiBdeatiuni C sesc 
aoceipiant «goaj ideoqae potito a^l magis quam ßesaelianae ooavergaot« 
Posito antem a<Z t fonnalae nunc B^i^eKanße aptebabendae fueriiit, cum 
118 adhÜHtis oerte ia coeffictealibus C opposita se Signa excipiant« Pari 
denique modo ejL serie ($5.) trausmufata novam habe« aeqoationem ae- 
0uonlem: 

«. H.4:-8r+'(H'ri)-ilr"<'."-^f?+^c.--+....]. 

Quae aeqiMitioiiesi rite inter se jonotaei ad tabdam logantbmomm inte» 
gralium oonscribendam optima sufficiunt^ com quantitates a et u valorem 
quemyB Tel integrum vei fractnm habere possint» Jam uti in logaritb» 
morum natnraliam oomputatione sufficii^ ut logarithmos solnmmodo nume« 
rorum primomm investigeB, ita ad tabnlam iogarithmomm integralinm ex» 
straendam id mium necesse est^ ut valores eoeffidentinm C^^'^ pro u s» 
^ i^ if if rlf Hl rif xf» vi ^te» eompntes^ quippe quornm ope tofam 
foneficmis nostrae tabulam oondere lioet« His enim ooefBoientibus indaga- 
tis aequatio (29f) logarithmos integrales suppeditat argumenti 2^ 1» | eto. 
neo Bon argumenti ^i 1 ^<^i V^ ^n tothis talmlae fundamentum sint, 
ut ad eoniputationem yerifioandtfu eos ex aequatione (20 iterum eroJi^as 
operae^ cum paene ouUa sit^ pretium magnopere &pias« Jam vero ex (52») 
seu (54.) logarithmos integpndes d^nitatis ntae omnium herum numerorum 
nandsoerisi qnos verifieationis gratia iterum ex ($3«) quaeras« Denique si 
iogisriUmios integrales eomputas numerorum 3^ 4^ 5, 6^ 7^ 8^ 9, 10 eoruBH 
que dignitatum prioi^um^ nunc tabulae sehema habes, quod bdli opera 
explere poies; nee non perpefuo provideturi ne error em in computando 
committaSf 

9« IL 
Cöronidls looo aeqoationes quaedam afferanturi cpiae ex suhstituttonv 
asse seu lass/essl profioisountur» Etenim est 
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61. i;4 



f« 



I r 1 . IMi , 2!2f . 1 

«» U+1 '*"(«+l)(/i»+4it+2)'**(«*-|4«+2)(ii9+«n*+l*«+»^ ' 



r:? + IT? U+2J l* +n»+6n+6] \} + <«+4X«» +lW*+36?»+24l 

1 f 1 ir 1!2! ir^ 2!3! 

Z? V^'^l U"" («+lX«»+6«+6}Jl (»•+6»+2)('«"+»2 



• • • * 




Poiito ilsB 1 valores inde resultant pardoulares t 

«2, I17«— 7lT + 2jr+7;34 + $r355+2öö.i5d4+ift«4.iilä2t 

. 6i6 .' 7! 7! ,_ 1 

"*" 1^7130922 + 13(^22 . l44l72i^ T • •• -J 

=-^+fi(«+Hä)0+.^)(»+^)('+Ä) 

= — 7(i- *) (t- J7^) (l-- §7^ (1-5I31) (1-3^7^) 

^V 2420.37633/ *"• 

Fraodonam subsidio approxiroataram e fraotiane oontinua (o.) ^pbi quar- 
tae evtflutanim haeo quoque aequatio proficUdhirt 

K\ r * — 1 1 4 6 14 65 374 2263 15673 115230 
O». li^j ""T'T* 3T*13'^*365*2239'i5ö3i*il73Ö5**** 

Jam sina ullo labore lex> qua divisores faotorum siogülorutn progrediuntur» 
ex formulw in f pho 6. et 7« proposUis reourrentibus evolvi pötast. Est enim 
ex.Rr. 73 8=7.13—2.3.3; 501 = 9.r3— 34.13; 4051 = 11.50—4.5.73. 
Pari mod» habes 44^:7.8— 2*3.2; 300=9.44—3.4.8 ete. Talorem 

li — ipaum nuno sequeut<«in Quuoleavimiis t 
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U i = — 0^21938^39343 95520 27366 5 ,..• 
cui addimus huno oorrespondentem : 

H e 5= 1^9511 78163 55936 75547 8 ,; , , 



Quibas omnibi» pra^aratis id solummodo nobis agendum videtor^ 
üt talmlam funotionia noatrae mHs axpedjltain eutniainus^ ^uod opus aii-^ 
tem operosiBsImmn^ quamTis ejus fundainenta jam sint jaotSj in aliud tom» 
pus nobis dtRerendiun est otiosius. Tuno varo non aoliim tianc tabnlam 
sad Iheoriaih etiam et tabulaa aliarum quarundam fimctionuin ^ cum log^* 
dthmo int^raii ante jonotarunii exbibeamus» 

Seripn GothaO) die 13"^ Oet. 1835. 
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16. 

i de resoudre requation z'- 
en des fonctioiis clreulaireSi 

(Par Mr. G. LtjfUM DdrUhkl.) 



Dans an m^dre que fai lo ä VAnä&ak des scieno« de BediOi et 
doot on troare im extrait deiift le oiMBpfe reiidu pour le mofa de faulet 
dernier^ je me suis propos^ de prouver rigoareusement qae toafe progres- 
Biou artthm^ique ind^finie dont U pvemier f erme et la diffiSreiioe sont des 
entiers saus diviseur oommuQi renfenne n^oessakement one iofinit^ de 
nombres premiers« Les ceoherches qae fai ea d fidre poor anirer 4 ane 
d^noostratioa oompldte de cette propeiMoa qui peut ßtre emploT^ ayec 
suoods dans diffiSrentes qaestions rdatives aas nombcesi m'Oiit dcmod Sta 
de cemarquep un rapport assez siogolier entre deu3C th^ories oas ne prd*^ 
sentaient jiisqu'd präsent aucua poInt de oonlaob 

Oa sait que P^oatioii fi-^ptfssi, dans laqoeUe p d^s^ne nn 
entier positif non-quarrd^ est toajours r^soluble en nombres entfers^ et 
que cette i^oposition fondamentale dans la di^rie des ^qaeticnis indÄeiv 
min^ du seoond degrdy a 6t4 d^uite par Lagrange de la eanudAntion 
de H fraotion eontinue pModique qui rdsulte da d^reloppemeiit da radi* 
cal /i'* n est remarquable que la r^lution de r^uatkm prdoddenCe 
puisse aussi se rattaoher d la th^orie des ^uations bbomes dont la soience 
est rederable d Mr« Oaufs. U rdsulfe non senlement de cette tbdocie 
que rdquation f^-^pt^ms 1 est toujoucs idsobiUei msSs on peut mime en 
d&lidre des förmiges g^närales qui eespTiment les inconmies ^ et ti en 
fonotions droulmies. 

Qumque cette manidre de traiter rdquaffon dont fl s'agft seit appE-* 
caUe d tous les cas^ je me bornorai dans cette note d dd?eIopper oddcAp 
est un nombre prraiier^ ce cas sufiSsant pour &ice connaltre Tesprit dela 
mdtbode« U est sans doufe inutile d'ajouter que le mode de sdution que 
nous allons indSqucTi est beauooup moins propre au calcul numdcique qae 
cebn oui derire de remploi des fractions conünues et cnie cette nonveOe 
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vaaäfke de r^soadxe P^qnatioD ^^^ptfsszi^ ne doit ßtre eovisag^ que 
saus le rapport th^oricpe et oomme un rapprodlieaient entre deos: liraacheB 
de la sdenoe des nombres. 

Smt p im AOflibre premier impav et consid^cons Viqmäßu 

Les racines de oette ^quatioii soQt donn^ per rexpresdon ^ 1 dans 
la^elle e et T ont la sTgnifieatioii erdtnairo et m d^igne an entier eonH 
pris dans la suite 

J^ 3^ 3f • • tf • p^'^lm 

»—•1 

ParoiI oes entiers fl 7 a -^y- rtidus et autant de non-r&idos qoadratH 

qiies de p^ que noiis d^ngneroos respeoti veaieot et piis äu im ordre qiidi« 
ooDqae per 

Cda po6^ flr^uiltedelatb^iudeMrtföit^*) qu'on a oes deics: ^quatioiui 



2« 



(r+a,r±;,=2(,-.-?''i(.-.-Vv-)...X.-;'?3''l 
|r-z/±, »2(i»-/'»*'"')(»-«*'''''').."(»-»'^' )» 

les aignes sup^mors oa infcMeuni ayant lieu suivant qoe ;i a la forme 

4f4+l oa eelle«oi 4f4*|-3j et F| 2S ^tant des polToomes en x dont lee 

occffiaeos sont eatiecs« Les ^quations pr^o^dentea ^taat multipfi^ entre 

eUes donnent 

3. 4Xs= T'+p2?, 

Gemme les nombres üi, €kf #•## fl^i abstraotion fiute de Tordrei sont 

les restes qai proviennent des quarrt 1% 2% •••• (^y^) locsqu'on di» 
vfm eeas-ei per ji^i la prenudre des ^quations (2«) peut ^videmmeat Stre 
remplaote par celle«d 

Oistfogttons actueSemeiit Iss deux cas que p peut pr^seater et si^posons 
eo prenner lieo p delaürame 4ft-|-t. Faisant xss i, dans les ^qnalions 
(3.) et (4.) et d^ngpant par ^ et A les valeuts enti^res de 7 et Z eor- 



«■ 
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espondantes A catte supposition^ il Tiendra 

Comme Voa a 

P 
la dernidre ^UBtion prendra la forme 

,+* /-,= j^(_i)"f'.i»i- f ..ins- i.....m{e=:i)*^. j:''+''+--<^)*3y''-\ 

On a d'un aotre o6t^ 

oTi P ^T ^ iSvIdamment un entier pair oa impair auivant qiie fi a la 
formo 8fi4*l ^^ ceUe-oi Sft^"^« ^^ faoteur eKponentiel eat dono sat- 

Tant oes deux -f- ^ ^^ — 1 ^ P^it P^ oona^oent ^tro exprim^ par 

eri 
(—1)^ Siibttituant oette expresaion dans T^ation pr^o^ente et se 

rappelant ^ae ^t— eat pair^ il viendra 



ü r^flttlta de l'^uation (50> ^e Ventier ff est diTisible par pf en mettant 
donp pk hl^ plaoe de ff, on amU 

Oll Toit donc qu^il exhte dea entiava h ^. ky teU que A' — /r A^ ssb — 4^ et 
que cea entieta peuvet^t g^n^raiement 6tre exprim&s par laa fonotfona oir- 
culaireai oa9 Tcm oondut faoilement des ^iiationa pr^dentea 

n ~ Y T» * — TpVT + Tr 

Pour passer i^ T^oation f — pti^ssi^ A faiidra distinguer le oaa od /i a 
la forme 8fA*f 1 et oellii o^ psss 8(i+b^ 

Dans le prämier de oes daux oasi A et A aeront eridemment paira 
Tun et Tautre et Ton aura 

(4)'- /-(!)•- -«. 

d'ou Ton ooocliit 
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les parttes raiionneUes et los ooedSdens de /"p 4tMt ^\it s^r^ment« 

Lorsque p est de la forme Sß-^-S, h Bt k soront fanpairs 1*011 
et Taatre» En poeant alors {h-^k/^pf ^=s h' -^ k' ^p et par oons^ent 
A'ssiA'+3/»AA% kf^^h^k-^pk\ on aura V^ation 

hf*-'ph'* SS — 4>. 

n est Ceioüe de roir que lea nombrea A' et A' sont rnn et l'aiitre ditisibles 
par 8. II suffit, pour «"en asstner) de lea mettre aout oette autre fonne 
en ajrant %ard k l'^uation (60 

Ä'=s4Ä(/»*»— 1), ä'sb4*(A»+1X 
L*^qpiaHon pr^o^ente deriendra dono 

d'oü ron dMtiit 1^ eolution de F^quadon f^ — pi^ssi^ en posant, comme 

Consid^rons en seoond liea le oas oa /^ est de 1a forme 4 (»4' 3« 

Dans oe oaS| lea ooefficieiia des termes k 4g$[e distanee des eKtrfimes 

2»^ et —-2 dn polynome T oot lea mdmea Taleiin namMqaea avee dea 
«ignea oppoa6^ de aorte qu'on peut mettre oe poIynome aouB la forme 

en poeent poiir abr^er mss-^—^. 

Et oomme en atfrilmant dltnd^tennin^e x la valenFperHoulidra^-l^on a 

^(^pr.-4_|jg^ !+•*— 1, a?*(«^^— 1) « 1+/— 1 etc. 

flT—l SS —(1— /•—!), flP(a?^—l) r=r l—/*— 1, 

Ä^(a?"-*— 1)» 1— /•— 1, «'C*^— 1) =—(1— /•— 1) etc. 

sutrant que m a ]a fonne 4fc:+3 ou eelle^i^ol 4p +1^ on oe qul est Üb 
mfoie ohoae^ 6ui?ant que p a la forme 8|i&-f-7 ou Sfi^^d^ on Toit qne le 
poIynome T deviendra aelon ces deux oas 

j^ d&iignant un entfer rtfeh puant & Tautre poI|iiom6 Z dont les ooef- 
ficiens ^galeraent disfana du commencement et de la fin aont dgaux^ on 
troure d'une maiii^re toule semblable^ qiill m r^uft pour j? ss^ /^ — 1 , 
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ä Is Torme A(i*^/'^i) oa ä oelIe*oi ä(1+ /"—!)> suSrant qu'on a 
pssiSfJi^l ou ^ SS 8^ 4*^9 ^ di&ignant paraUemeot an entier ttUL 

II r^lte de la et de ce que Ion a evidemment JTss /*— 1 pour <vss 
/* — ly que l^quation 4Xs: Y^+p2? deviendra dana cette meme aiq^poaitioDi 

les eignes aup^rieun ou iof^rieure a^ant lieu suirant que p bUl fonne 8f/( -f- ^ 
pu celIe«oi 8f(-{-3« 

L'^uation pr^c^ente eet äquivalente ä oelle-d 

qui tet donc toujoun r^soluble et de laquelle on passe fsiälement & T^quation 
f' — I u^sst en posant (^ + A/f)^=»2^-f SuZ/y, ou ^ ^ ti seront des 
entiersy a et A ^tant ^videmment impdrs. Pour ezprimer ensuite^ et h par des 
fonctions oirculaires^ Ton posera xs=s /" — 1 dans T^uation (4.) et Ton com- 
binera le r^^ultat de cette Substitution aveo T^quation (7«) 

On voit que la Solution que Fon vient d'indiquer^ n^est qu'on ooroU 
laire trds ample du th^rdme dfi ä Mr« Gaiißf et d'apres lequdi le poly« 
nome 4 X peut toujours dtre mis sous la forme X^'^pZ^^ p ötant uii nombre 
Premier« Pour ^tendre la möme Solution au cas g^neral oä p est gn nom- 
bre oompos^5 il faut donner une phtt grande ^endne an tbdordme dt^. 
Getto gäat^ralisation ne präsente auoune difficult^ et peak se d^duire des 
principes sur lesquds repose Tanalyse de Mr« Gauf^. €'est poorquoi je 
me oontenterai d'indiquer le r&ultat pour le oas d*un nombre oompoa^ de 
deux faoteurs premiers. liOS lettres p et g ddsignant deux nombres pre* 
miers imprärs diff^ns^ on troure oue la fonctioo eotidre 

peut toujours se mettre sous la lorme Jr*7pyZ% T et 2# dddgoank ton*« 
jours des polynomes^ dont tuus les coeffioiens sont des eqüersi et le dgne 
sup^rieur ou le signe inf^rienr ayant lieu suivant qua le prodint p^ a la 
forme 4f&-f 1 ou eelle-d 4fft-)-3. Getto d^mpositknnfealte oommedans 
le cas partioulier d'un seul nombre j^mnier, de la distribution des Moines de * 
1 equation que Von obtient en ^galant rexpressioo(8.) ä aero^ en denx ^mipes» 
Yoici un exemple de cette d^ompositton. Faisant p9ß% 9^^tt$ on aura 

{x' — IX»—*) ' 
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17. 

Sor les expressions du reste de la s6ri 

(P«r Mtp Okr. Järgmsen, de Oopeokagn«,} 



Oo Mit qoe Lagrange et Ampire ont donn^ deux CKprassioiis diverses 
de la foootioQ) qa'on doit ajouter ea se iNNnmiit a iin nombre linut^ de 
termes dans la a^rie de Tf^lor. 

La premidre de oea expressioiia r&uilte de la difEIcentialton de 
P^quation 

Ed eSety e& diffi^reatiant par rapport d x^ et int^rant ensintei on 
aora la Taleur de Q^ qu'oa pait ^orire ainsi 

n est facHe de lai donMr les fonnes» soos lesqueUw on la ren- 
oontre dans les ^ts de I^tyrang*, Itt^pluM et Lacrom 

La seooode expression, oelle A'Ampir«, est form^ par l'^minatiQn 
de P, iM>", . . . . P^"^* entre T^uation ideotique 

^,«fa?+P(ar-;r), oA P«>^5^ 

et eee d^rir^es per rapport k ac^ fiuqn'ä Toidre n, les^eUes wnt de fai 

forme 

o. 3« ^"»«+pW(«--«)--jiP«^>, 

Oo 8 aint( 

Gömparant las deux ^uatiens (L) et (2«) on a 

dqoatioiis facile d y^rifier, seit en obserrant qae la dMv^ de (a.)| mal* 
ttpli^ par (i^— -x)^ peut s^^crire aiosh 

aoit en d^eloppatit P^"' etff^^^s{fB^8y^9 par las formides oonnues 

Or^ne'i iMmal d. II. Sa. lYII. BUL S. 38 



• • • • 
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oe qui forme ea mSme temps des d^onrtraüoBs simpks du (h^^me 
de Taylor. 

Du reste, le procede A^ Ampere, qui oontient une diff^^renftfition re« 
p^tee, oortespond k celai de d'Alembert, qui par l'int^gration n fois rep^i^ 
de f^*^(^^h)^ obaque fois depuis AsO juiqu'ji htszh, eianAwk h la s^e 
de IV^flor et ili rexpressioo du raste de la s^rie au moyen d^uiie iot^ 
grale multiple ^ qui se fransforme dans une integrale simple« 

La maniere ordinafre doot on d^montre le th^ordme de Tt^lor a 
aussi Tarantage de conduire. direetement a rexpression du reste^ amsi 

qu'oQ va le Toir. 

» 

Supposant 

^ ß» 'Vf • • ' * ^ a^i P^ y 9 . . . « V ^(ant des quantit^s constantes ^ t, V 
deox foDCtions de x teHes que x^s=^0 donne txssO et fxssO^ on dd* 
mofitre ais^roent que «»a^^ ß^^ß% •••• Ksss\\ txs.1f. 

C'est le prinoipa des coeffieiens ind^termin^es# Eb Tappliquant au 
d^?eloppement d*one fonetion firaotionnafre 



^ et \// etant des fonotions rationnelles et entidres, et % une IbnotioD trile 
que ar s= donne ar ss 0^ on trou?era la raleor de x au mojwi de P^qoa«» 
tion t = f^ qui dans oe oas est du premier degr^» Si Too d^eloppe une 
fonotion de la forme ^(<pjr)| (^ ^tant rationnelle et entidre^ on anra une 
^quation /=^ du second degr^^ et ainsi de sutte# 

Pour le d^eloppemeot d*une fonetion qudoonque de x^^ auirant 
les puissances asoendantes de f, cette Ration est aux difEfrenoea partiell 
les entre %y x et y. En effet^ si Fon suppose 

fix-irr) =/*ar+/>y+yy^+r>^+....+r>^+ar/*«, 
p, (jl? •••• V ^tant des fonctions de ^ et y^ on a 
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€e qu! donnert les valeurs de p^ q^ ete. jusqu'A 

p tsz '^ 

et ensuite pour la d^tenmnation de z F^quation aux difE^renees partienee 

D*abord il est ai$^ de voir, que cetfe ^quation est satisfaite par iea ra« 
leurs de z, qu'on tire des ^quations (1.) et (2.)» 

Pour oela^ en eorivaut dans la premidre x^y w liea de z^ fattant 
#Äa:+y[l— /] et difisant par >*+*, on a 

Substituant cotte f aleur daos P^quation 

T:l^:v+r[(|£)-(f;)] = (-+«« 

OD trouve 

qaiy en int^ranC par parties lo seoond membre) par rapport au faoteur 
tdt, se r^uit k 

^qoatioD identique» 

De h seconde expresaion ei-dessus on tire 

* 1.2.3.. ..n. 9«" » 

u 4tant as dp+y ^ ^'*^ i^® ^' nriar dp qn'aotant qu'3 est oooten dans 
«, on a 

isB •* (57)» 

donoj en fiiuant mrier en rndme (mnpt for et «^ on oblient 

Vd^/^Va^/ **■ 1.2.3....ii.d«"+** 

Sobstitaant dans P^iation diff^ntidie, on trouve 
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^quatim identiqae ea Tertn d( 
Ba integrant l'^qoatioo lii 

soiTant loa rdgles «onanos, oo oltiepdra 

ou f on fera apr^ Pint^gratioo cacrd;4'>* et Csstpc, ^ d^sl^Mit one 
fonoUoD arbitraire. Oa peut dooner h oette «xpresnoa l^ forme 

PuUqu'oo doit aroir zy*^*zsQ lorsqae y^=0, et quo ript^rale 
ddfinie s'^vanonit dann ia memo lappositiooi on a ^ as 0» d'oi&| ea fauant 

oe qui reTient ao tb^oröme da Ijt^ange, 
25. Jum 1837. 
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18. 

Göomötrie imaginaire. 

(Par Mr. JV. Lobatschetcsky, recteur de Tuulversitö de Cazan.) 



Xl y a ä peu pres cinq ans qua j'ai fait inscrcr dans un Journal scienti- 
fique qui paraissait a Cazan, quelques arlicles sur les elemens de la geo- 
metric. Apres y avoir developpe une nouvelle theorie des paralleles, j'ai 
täche de prouver quo rien n'autorise, si ce ne sont les observalions di- 
recles, de supposer dans un triangle rectiligne la somme des angles egale 
a deux angles droits, et que la gcometrie n'en peut pas moins existern si 
non dans la nalure, au moins dans Tanalyse, lorsqu'on admet Thypothese 
de la somme des angles moindre que la demicirconference du cercle. Dans 
les arlicles citcs j'ctais meme parvenu, par des considerations toujours geo- 
metriques et ne m'appuyant que sur cette nouvelle hypothese, ä donner 
des equalions fondamentales pour le rapport entre les cöles et les angles 
d'un triangle rectiligne; cnfm j'ai donne aussi les expressions generales pour 
les elemens dilTerentiels des lignes courbes, des surfaces et du volume des 
Corps dans cette geomctrie nouvelle que je veux nommer imaginaire. Ce- 
pendani resserre alors dans les limites d'un Journal^ je ne crois pas avoir 
traite ce sujet avec tout le detail neccssairc. Je nfapercois ä present que 
beaucoup de propositions que j'y ai annoneees sans en donner en mdme 
tems les demonstralions, et le peu de developpemcnt qu'on doit remar- 
quer d'abord dans des calculs fort longs et embarassants, n'ont peut dlre 
que trop contribue ä rendrc inintelligible tout mou travail et ä jeter meme 
du doute sur la verite de ce que je voulais y cnoncer. iMais si d'un cöte 
je ne desirais revenir sur cette matiere qu'en ecrivani dejä d'apres un plan 
un peu plus etendu; de Tautre je me suis resolu a soumettre encorc une 
fois au jugement des savans les resultats que j'ai obtenus, en les verifiant 
d'une maniere nouvelle. C'est en rebroussanl pour ainsi diro chemin et en 
partant d'abord des equalions fondamentales que je tacherai d'inlroduire 
leur adoplion dans la geometrie et de meltre hors de doute qu'ils puis- 
senl Jamals mener ä une absurdile, sous quclque rapport que ce soit. 

Crello's Journal d. M. Bd XV IL nft. 4. 89 
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Soit e ia base des logarithmes naturels, n le rapport de la circon- 
ference du cercle ä son diamelre. Designons par a un nombre quelcon- 
que positif et qui represente en m^me tenis la longueur d^une ligne droite; 
a' un angle ^0, ^ i ^ qui en depend et dont la valeur peut ßlre calcu- 
lee au moyen d'une de ce trois equations identiques 

sin a = .. --T'i cosa = -y ,-^7 ^ cot ia = e". 

Nous continerons de memc ä accenluer une lettre pour designer 
un angle qui en depend de la nieme maniere que a derive de a. 

Soient ä present p^ q deux cotes d'un triangle rectiligne rectangle; 
P^ Q les deux angles opposes, r Thypothenuse. J'ai demontre qu^en sup- 
posant P+Q <i\7i, on a 

1. sinr = sin;»' sin qf', 

2. sinr = lang P lang P, 

3. tangr' = lang;;' sin P. 

Ces trois equations^ independarament de ce que p, q\ r\ P, Q sont 
sensees deja y representer, peuvent elre regardees comme autant de conditions 
qui limitent le nombre des inconnues arbitraires. 

La combinaison de la premiere avec la troisieme nous donne 

cos r sin P = cosj^'singr'. 
Apres avoir eleve cette nouvolle equation au carre, si on y met la valeur 
de sinp' tiree de requation (1.> on a 

4. cos//' = cosr'cosP 
Sans ambiguile des signes a cause de tous les angles aigus. 
En eliminant r des equations (3.)? (4.) on aura 

5. tangP = cosp'tang^'. 
En faisanl la m£me chose dans les equations {2,)^ (3.)^ on trouve 

6. sin^ = sinp'cosP. 
Des equations (2.), (4.) derive encore une nouvelle equation 

tangr' = lang 9' sin ^ 
qui est par rapport a q\ Q ce que Tequation (3.) est par rapport ä p\ P, 
et dont les combinaisons avec les deux premieres (1.), (2.) foumiront des 
equations semblables a (4.), (5.)? (6.) oü Ton n^a dans ce but qu'a changer 
les lettres p\ q\ P, Q conlre q\ p\ Q, P. 

II suit de cela que les trois equations (1.)? (2.)) (3.) une fois admises 
comme appartenantes a un triangle rectiligne rectangle dont p^ q sont les 
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cöles, r Thypothenuse , P^ Q les angles opposees ^ p^ qy toutes les six 

equalions (l.)^ (2.), (3.)^ (4.), (5.), (6.) y appartiendront de mdme telies 

qu'elles soni, oii avec le changement correspondant des lettres dans celles 

de ces equations qui nc sont pas symmetriques par rapporl aux quanlites p\ 

q', r', P,Q. 

Soient ä present a, b, c les trois cötes d'un triangle rectiligne quel- 

conque; Aj B, C les angles opposees a ces c(Ues. Supposons d'abord que 

A<i^n^ B<i\n (Fig. 1.}, parcequ'il y aura toujours au moins deux pareils 

angles parmi les trois angles A^ ß, C. Du point dMntersection commun aux 

lignes Gy by menons la perpendiculaire a; ä la base c du triangle, et nommons 

y la partie de c coupee du cöte de Tangle A^ c — y = z celle du cöte de 

Tangle B. Dans le Iriangle rectangle dont les cötes sont b, x, y on 9i d'apres 

Tequation (3.) 

tang6' = tangx'sin^. 

De la m^me maniere dans le triangle dont les cötes sont a, x, Zy nous avons 

tanga' = tangx'sini?. 

D'oü il suit que 

7. tanga'sin^ = tangfr'sini?. 

La Dfiöme chose eüt ete trouvee si Ton eüt suppose Tun des deux angles 

A, B, ob tu. 

Dans le triangle rectangle dont les cötes sont b, x, y, on a encore 

d'apres Tequation (4.) 

cosy' = cos 6' cos -4, 

d'oü Ton tire 

,„ i 4-co86'cosil 

1 —cos 6' COS il 
De la möme maniere dans le triangle rectangle dont les cötes sont a, x^ z, 

on trouve 

o. i+cosa'cosß 

ß*' = — 1 — .-. 

1 — cosa'cosß 

Par consequent 

Q 7c _ f ^ 4-co8a'co8B \/ 1 -f-cosfc'cosii \ 

"" N 1 — cosa'cosÄ^/ V 1 — cosib'cosilV 

Si un des angles A, B, par exemple A est obtu (Fig. 2.), la per- 
pendiculaire X coupera le prolongement de la ligne c a la distance y du 
sommet de Tangle ^4, et ä la distance z = c + y du sommet de Tangle B. 
Dans ce cas on aura donc 

cosy' = —cosb'cosA, cos»' = cosa'cosJS^ 

39» 
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puis 

n„ 1 — COS h' cos A ,. 1 + cos a' cos i? 

1+cosfc'cosil ' 1 — cosa'cosß 

£n reunissant ces deax cquations on a de nouveau requalion (8.)||qui se 
rapporte ainsi a tous les triangles en general et peut encore se presenter 

sous cette autre forme: 

„ (ff-^— l)-(e'^+l)co86'coSil 

e*' + \ — (c '^— Ijcosft'cosil 
ou bien d'apres la notation adoptee 

rt , n COSC'— COSfc'COS/i 

9. cosa cos ß = -r -V7 — , ;• 

1 — COS //cos (T cos -4 
En y mettant la valeur de cosB tiree de requalion (7.), nous avons 

fo . n ' An ^in / COSC' — COSft'COSil \** 

cosa^— sina"sini4"cot6^ = ( . -,, , -, )• 

vi— cos 0' COS C' COS ^/ 

D^oü il suit que 

f2r4 t • A^ tin- • n 1 — COs7/*C08il' 

sina'(l+sin^-col6^) = sinc^.. ,, — , - im-- 

^ (1 — cos 6' cos & cos il) 

Apres avoir multiplie cette equation par sin 6'^ et divisee par l—cosfc'^ cos-4% 
si l'on extrait la racine carree, on aura cnfin requalion 

.f. sinfe'sinc' - ., , , 

lü. — -. , = 1 —cos 6 COSC cos -4. 

Le produil de celle equation avec requalion (9.) donne celle-ci 

cot a' cos Z? sin //sine' = cos c — cos 6' cos ^, 
qui apres la Substitution de la valeur de cota liree de requalion (7.), se 
cbange en 

11. colZ?sin-4sinc + cos-4— ,, = 0, 

cos 6' ' 

d'oü Ton deduit 

,, cosc' 

cos O = ji— T—r —. :- • 

cosnsiUiisinc 4 coS/1 

D'apres requalion (11.) on a encore dans le meine triangle 

cotCsinylsinfr'+cos^— ' == 

cosr' 

et apres y avoir subslilue la valeur de cos 6' qu'on vienl de trouver, 

colCsinylsin6'+cos^ = — r« - v-- -i-, .• 

cotÄsm-4sinc' + cos/l 

On en deduil Tequation 

. ^, . ,, sin-4 — cotÄsinc'cos-4 

colCsmo = Vö • >! • / , V"> 

cotZ)siUil8mc''i-coSil ' 

qui divisee par la valeur de cos 6' donne 

colc'cotCtangÄ' = siny4 — cotiBsinc'cos-4. 



/ 
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En y subsliluant la valeur de lang 6' tiree de requaüon (7.), apres y avoir 
change prealablement les leltres a', A conlre c\ C on a 

sine' COS C = sin^sinjB— cosFsinc'cos-4. 
En divisant celte equation par sin c' et en chan^eanl convenablemenl les leltres, 
on a enfin 

1^. cos -^ + c,os ß cos C = — . -, — 

En y rassemblanl toutes lesjfequalions (7.), (10.), (U), (12.) nous avons donc 

jf*-; lang a' sin yl — lang 6' sin ß = 0, 

cos A cos 6 cos c + - .- ,- — 1 = 0, 

*e * ^ col-4sinßsinc'+cosß— - — , = 0, 

***' / AI ly n sinBsinC ^ 

cos -4 + cos ß cos C — , - =0: 

quatrc equations oü les lettres a^ b\ d peuvcnt se permuter en meme tenis 
qiie leurs correspondantes A^ B, C, et fournir de cette maniere 15 equations 
qui toutes se rapportent a un triangle rectiligne dont les cötes a, b, c sont 
arbitrnircs. 

II en suil quo si du nombre de ces 15 equations on n'en choisit que 
trois a volonte et de maniere seulement qu'elles puissent servir a determiner 
Irois inconnues parmi les six quantites a, b^ c, A, B, C^ lorsque les trois 
autres sont regardees comme donnees, les 12 equations restantes y seront 
dcja comprises d'elles-meme. Donc pour ravoir toutes les 15 equations dont 
nous parlons, on n'a par exemple qu'ä garder la seconde seulement et la 
rapporter ä tous les angles A, B, C indilTeremment. Pour ne laisser pourtant 
aucun doute sur cela nous allons le demontrer comme il suit. 

Si on met «')''— 1, 6')^— 1, c'}/--l au lieu de a', b\ c' et ensuite 

cii^'a/' »^"^ .tanga', |/~1 .sina, 

au lieu de 

sina, cosa', cota, 

les equations (13.) se transforment en 

m\A sinÄ __ ^ 
sina' sinb' "" ' 

14. ; cos ^ sin 6' sin c + cos 6' cos c'— cosa' = 0, 

Jcos^sinß + cosßcosc — cota sine' = 0, 

[cos-4 + cosßcosC — sinßsinCcosa' = 0. 
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Ce sont les eq.uations connues de la trigonometrie spherique et dont 
la verite, comme je Tai prouve dans les memoires cites, est independante 
de Tune ou de Tauire hypothese sur la somme des angles dans un triangle 
rectiligne. Or on sait que la ^econde des equations (14.) rapportee aux 
trois angles A, B, C, fournit ä eile seule toutes les autres pour un triangle 
spherique; il doit donc en dtre de mdme avec les equations (13.) qui toutes 
derivent ainsi de la seconde d'entre elles/ \Apres cela nous nous croyons 
en droit d'avancer que ce qui sera prouve poiy^v.pette seconde equation, le 
sera de m^me pour les trois autres equations (13.). N 

Recherchons maintenant, si les equations (13.) sufl!!^apt pour tous les 
Iriangles rectilignes possibles. Or pour qu'un triangle rectiligne pbÄ^e exister, 
independemment de toute hypothese sur la somme de ses angles, onSLp Q"'^ 
satisfaire a ces dcux conditions: V\ Les trois cötes peuvent 6tre arbitraikps 
pourvu que la somme de deux cötes surpasse en grandeur la troisiem 
2". Deux cötes et Tangle entre eux peuvent ötre arbitraires. Cette dernicre 
condition est deja remplie dans la seconde des equations (13.)? qui nous donne 

snr le champ 

, sin 6' sine' 
sina = -i ,, -. ~r' 

Or il est clair que 

1 +2 sin 1-4' cos 6' cos c'> cos (6'— c') 

et puis en soustrayant des deux cötes cos 6' cos c', on a 

1 — cos b' cos c' cos A >> sin b' sin c\ 

Donc sin a' <! 1 ? donc la Formation du triangle est possible quels que soient 

les cötes b\ c' et leur angle d'inclinaison A. 

Pour verifier Tautre condition, nous commen^ons d'abord par poser 

la valeur de 

. 1 sina'— sin 6' sine' 

sina' cos b' cos c' ^ 

qu'on tire aisement de la seconde des equations (13.). Apres y avoir sub- 
stitue les expressions pour les lignes trigonometriques, nous avons 

D'oü Ton deduit en y mettant a==b—c+(o: 

Supposons qae 6^0, et soit 
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de Sorte quon a necessairement 

cü>0, /3>y, y>cy. 
Apres cela on trouve ces deux expressions pour cos^^^: 

"»'*-<' = ('-7)[' + WT3)]' 



COS " 






dont la premiere nous demonlre que cos^^^;:>0, et la seconde que 
cos^^^<Cl ; par consequent la valeur de A aussi bien que celle de B et de 
C soDt reelles. 

Pour faire voir quelle est la soinme des angles dans un triangle 

rectiligne, que les equations (13.) supposent, nous allons la calculer de la 

maniere suivante. Reprenons la valeur de cos]yl^ apres y avoir mis 
^=:a + 6 + c. Nous aurons 



puis 



COS 2^ - (^2/;_,^(^2c_i) 






Apres cela on trouve aisement 

cos J^ -4 cos ^ß = -j^— r e'^"** sin i C, 

sin^^sinjJS = - ^ j- sin jC, 

sin^ylcos^ß = ß**"" — 2^T— cos i C, 

COS ^^ sin ^ß = e**^' — irj-j— ^os^C, 

cosJM + ßj = e'i-^±fsiniC, 

sini(^ + i5) = e*--^-J- cos 1 C, 

cosi(^ + ß+C) = (< + g-p^ < +_^:L'), gl. sin ^ Ccos i C. 

En mettant dans cette derniere equation les valeurs de sin|C et de cos^C 
d'apres les formules pour sin^^^ cosj^^ on obtient 

cost(^ + /^+C) _______ . 

expression dont la valeur est toujours reelle, comme nous Tavons prouve 



15. 
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pour A^ B, C separcment, et qui ne devient jamais zero a moins que deux 
cöles du triangle ne coVncident avec le troisieme. Donc A-[- B+C <i^- 

Fassons a present a la inanicre de mesurer les lignes courbes, les sur- 
faces et le volume des corps. 

Si Ton supposc les cötes a, b^ c tellement petits qu'il serait permis 
de se contenter des valeur approchees de 

sin a' = 1 — i a", cos a = a, 

les equations (13.) deviennent en ce cas 

hsmA — asinB = 0^ 

a^ = 6^+c'-26ccos^ = 0, 

jsin(yl + ß)- %in.4 = 0, 

\cos^ + cos(ß+C)=-0, 
dont les deux premieres sont celles que la gcometrie usitee admet pour les 

triangles recliligncs. Los deux dernieres, si nous y rempla9ons sinA par 

sinC d'apres la premiere equalion, ne dcmontrent autre chose que la somme 
des angles dans un triangle rectiligne est A + B-\"C=7i, 
Apres tout cela je me crois on droit de conclure: 

1". Dans la theorie rien ne aoppose ä admettre que la somme des angles 
d^un triangle rectiligne soit moindre que deux angles droits; 

2^\ Dans fhypothese de la somme des angles d^un triangle moindre que 
deux angles droits, les equations (13.) peuvent elre substiluees aux 
equatiotis ordinaires (15.; saus mener jamais ä quelques resultats ab- 
surdes; 

3>\ La geomelrie imaginaire est concu sur un plan plus general que In 
geometrie usitee qui neu est quun cas particulier, et qui en derive dans 
la supposition des lignes extremement petites; de sorte que cette demiere 
geometrie nest sous ce rapport quune geometrie diff'erentielle; 

4". Les valeurs des elemens dilferenliels des lignes courbes, des surfaces^ 
et du eolume des corps sont les memes dam la geometrie imaginaire et 
dans la geometrie usitee; 

5". Vhypothese de la somme des angles d^un triangle moindre que deux 
angles droits ne peut avoir dapplication que dans tanalyse, puisque les 
mesures directes ne nous montrent pas dans la somme des angles dun 
triangle la moindre deviation de deux angles droits. 
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J'ai proave aillenrs, en arappnyant sur quelques observations aslro- 
nomiques, que dans an triangle dont les cöles 9ont de la möme grandear ä 
pcu pres que la distance de la terre au soleil, la somme des angles ne peut 
jamais differor de deux angles droits d'unc quantite qui puisse sorpaaser 
0",0003 en secondes sexagesimales. Or celte difference doil dtre d'aalant 
moindre qne les cötes d'un triangle soot plus pelits. 

Pour donner quelques exemptcs de Tapplication de la geometrie 
imaginaire, je veux reproduire ici, et m£me d'une maniere nouvelle, les ex- 
presslons pour les elemens dilTerenliels des surfaces et du volume des corps. 
Je dis d'une maniere nouvelle, car dans mes preoiiers ecrits, comme je Tai 
dejn remarque, je n'ctais parvenu ä ces expressions qu'ä l'aide de considerations 
purement gcometriques; au lieu qu'ici je ne veux uie sorvir que du principe 
d'identite des porlions elementaires de Tespace dans les deux geomelries. 
Slais pour alteindre le but que je me propose, j'ai besoin d'une propositloD 
que je vais demontrer. 

Soieiit X, y deux cötes d*un triangle rectangle (Fig. 3.)« f son by- 
potbenuse; a, ß les angles opposes ä x, y. On aura d^apres les equatioDS 

(!■), (4.), (5.): 

16. sinr' = siaa;'sin^', 

17. cosir' = cosr'cos/i, 

18. lang^ = cosy'tanga:', 

19. tanga = cosx'tangj'. 

Dans le plan des x et des y menons £ perpendiculairenient ä x et du möuie 
c6te que y. Du point d'intersection commun ä y et r abaissons la perpen- 
diculaire i; ä f, de sorte que les lignes y, x, §, rj fornient un quadrilatere 
dont les trois angles entre y et x, entre x el ^ entre S el t] soieDt des anglea 
droits. Dans le triangle rectangle dont les cötes sont §, ri, rhypothennse r, 
oommons y l'^Dgle oppose ä ^, tandis que I'angle oppose ä r} sera \n~ß. 
D'apres les equations (1.), (4.) et (5.) nous aurons comme (out a l'heure: 

20. sinr' = sinl'sinij', 

21. cos^ = cosr'sin^, 

32. cot/? = cosj/'tangl', 

33. tangy = coss'tangi;'. 
Cependant les equations (16.J et (19.) nous donnent 

ooaj^ 
cosa;' 
Crelle's Jonroftl d. U. Bd. XVII. Bft. 4. 40 



304 '^- Lobatschewsky, geomitrie imaginaire, 

En comparant cette valeur de lang/:^ avec celle que les equations (18.}^ (22.) 
supposent, nous avons 

24. cosx' = cos V sin ^', 

25. cos§' = cos y' sin a?'. 

Et en comparent la valeur de sinr' dans les equations (16.) et (20.), 

26. sin^'sinV = sinx'sinj^'. 
En eliminant ensuite ^ des equations (24.) et (25.), nous trouvons 

27. tangr/ = sinj^'tango;'. 
Enfin les equations (19.), (23.) nous donnent 

tang(a + y) = -. if^-'r 't>r r^ 

^^ ^^ i — cosÄ'tangy'cosl'tangi?' ' 

equation qui, apres y avoir substitue les valeurs de cosf' et de tangi;' tirees 

des equations (25.) et (27.), se cbange en celle-ci: 

Partageons ä present une surface plane S par des lignes y (Fig. 4.) 
perpendiculaires ä Taxe des x, de sorle que la distance de deux y consecutives 
seit mesuree par la dilTcrentielle dx sur Taxe des x. Partageons encore 
chaque portion de surface interceptee entre deux y consecutives, par les 
lignes z perpendiculairs ä y et menees Tune de Tautre ä la distance dy me- 
suree sur la ligne y. L'element de surface quadrangulaire, interceptee entre 
deux y et entre deux z consecutives, sera le produit de son cöte dy par le 

cöte adjacent quon trouve d'apres l'equation (27.) egale a J5 = ~^--* Ainsi 

cet element sera 

Integre par rapport ä y depuis 9 = 0, il devient 

29. dS = dxco\y\ 
Par exemple dans le trapeze que nous avons considere plus haut et 
dont trois angles sont droits, nous avons eü Tequation (25.) 

cosi' = cos y' sin a;'. 
Par consequent 



ou bien 



//e — cosj'.rfa? 

jg __ djfCOHg 



8inxV(8ina:"— cos?' ) 
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Et en integrant par rapport ä x depuis o; = ou x' =^^n, nous obtenons 

S = — arccos(col$'cola;') + J^, 
ce qui donne 

c — cot I' cot x' 

tangÄ - V^ric'i^tr'cötO * 
En y metlant la valeur de cos^'^ on a 

tangiS = cos j;' cot y'. 
Getto expression pour tangS comparee avec celle de lang (a -}-;/) dans 
l'equalion (28.) fait voir quo la surface du Irapeze S est egale ä Texces de 
71 sur la somme de ses quatre angles. J'ai dcmontrc ailleurs cette proposition 
au moyen des constructions geometriques. On prouverait de memo quo la 
surface d'un polygone est egale au produit de ^ti par le nombre de ses cötes 
moins la somme de ses angles. 

Si Ton rapporte la position d'un point de la courbe a deux axes per- 
pendiculaires qui se coupent ä rorigine des coordonnees^ et qu^on nomme 
y Tordonnee perpendiculairc ä Taxe des x (Fig. 3.), rj celle qui est per- 
pendiculaire ä Tautre axe, celui des §, on a en memo tems d'apres Te- 
quation (29.) 

dS = dxcoly\ dS = rf^cotij'. 
Donc en egalant les deux valeurs de dS et en integrant, on obtient 

30. Jdxcoiy' = /rficoli?, 

pourvil que les deux integrales s'etendent a toute la surface comprise entre 
la courbe et les deux axes des coordonnecs x et §, c'est-a-dire que les inte- 
grales doivent commenccr avec a; = 0, 1 = et finir avec y = 0, ly = 0. La 
dependance mutuelle des quatre variables sous les signes d'integration, est ex- 
primee ici par les equations (25.) et (27.) 

31. cos;^" = cos y' sin a:', 

32. tangi/ = siny'tanga:'. 

Pour prouver analytiquement Tidentite des deux integrales (30.) qui 
n*a etc etablie jusqu'ici qu'ä Taide des considerations geometriques , on n'a 
qu'ä remonter a la double integrale 

dont nous sommes partis, ou bien ä Tintegrale 

S=. ff-J^-^if. 

JJ sina^'siny" 

40* 
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Effectivement, en differentiant requation (31.) per rapport a x' et ^, noas avons 

— sin^'rf^' = cosy'cosx'rfa:'; 
apres cela 

JJ cosaj'siny" ' 
puis en eliminant x^ dans les deux equations (31.)? (32.) 

sinV =: lang y' cot ^', 
et en differentiant cette derniere equation par rapport a r{^ y\ 

cosrfdy' = ^'^TTCOtr. 

Le valeur de dy^ tiree dMcl et substituee dans Fexpression pour S^ nous donne 

JJ cos a^ sin y'' '* 

Or les equations (31.), (32.) produisent encore celle-ci: 

cosa?' = cos ri sin ^', tangy' = sin r{ tang ^, 
a Taide desquelles Tintegrale se transforme en cette autre: 

^ JJ 8in|''8ini?'' 

Ainsi 

JJ sinaj'siny" JJ sinl'siniy" 

£n integrant d'un cöte par rapport a y' et de Tautre par rapport a r{ depuis 
f' = i7r, V = i^^ on aura en general 

Pour faire disparattre ici la constante on n'a qu'ä commencer la premiere 
integrale par la valeur de x' = \7i qui repond a V = 1^^ comme le fait voir 
Tequation (32.) et pour laquelle la seconde integrale devient zero, tandis 
que § = r{. Ainsi 

r d(xf ^ , r dz* , r 

Si la premiere de ces deux integrales finit avec y'=z^7i ou, ce qui est la 
mdme chose, avec x' = 7j\ la seconde finira avec la valeur correspondante 
de S' = ^7i. On peut donc ecrire 

pourvü que les deux integrales commencent avec x' = ^n^ ^ = |7i et finissent 
avec y = in, tj' =^ ^n, ce qu'il falloit demontrer. 
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Dans un cercle dont le rayon est r, on a requation entre les coor- 
donnees x, y d'apres requation (16.) 

sinr' = sin o;' sin y'. 
Les coordonnees x prennent ici leur naissance au centre du cercle et sont 
mesurees sur Taxe des x^ tandis que les coordonnees y sont perpendiculaires 
aux X hors du centre et la oü les x finissent. On a donc 

et apres avoir substitue cette valeur de co\y* dans Tequatlon (29.)^ on aura 
Telement de la surface du cercle 



DU autrement 



En y mettant 



on a 






siny/ = tangr'cota:', 



-o __. cosi^Mi^ 



tangr^+sinV'" 
En faisant encore 

cot V' sinr' = cotö, 
est en integrant depuis ^^ = et = 0, on trouve 

s = -A^-v. 

8inr ^ 

En multipliant cette equation par 4 et en posant x^ = r\ ce qui donne 
y; = 4 TT, ö = i TT, on a Texpression pour la surface du cercle 

et si Ton differencie la valeur de 45 par rapport ä r^ on a la circonference 
du cercle 

33. 4(-^^-) = 2 71 cot r'. 
On eüt trouvee la mdme chose, etant parti de Texpression 

pour Telement d'une ligne courbe en general. 

Imaginons maintenant qu'un corps P soit divise en tranches par des 
plans perpendiculaires a Taxe des x. Considerons une de ses tranches dont 
Tepaisseur infiniment petite dx et la distance au centre des coordonnees x^ 
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« 

soient mesurees sur l'axe des x. Dans le plan qui separe la tranche et qui 
est situe du cöte du centre des coordonnees, du bout de la ligne x menons 
une ligne y et divlsons la trancbe en prismes par des plans perpendiculaires 
a y. Le plan qui passe par x et y, dans son intersection avec un de ces 
prismes 9 produit un quadrangle qui sert de base au prisme et dont Tun des 

dop 
cötes est -. ,-; supposons que celui qui est dans la direction des y soit in- 

finiment petit dy. La surface de la base sera donc 

dxdy 

_ .. — • 

siny' 
Menons une ligne ss perpendiculairement ä cetle base et partageons le prisme 
par des planes perpendiculaires aux ss. Deux de ces plans infiniment 
rapprochcs et dont Tun est situe a la distance z de la base et fautre ä la 
distance z + dz, enlevent dans le prisme une portion limitee par six plans et 
qu'on peut avec toute rigucur considerer comme un parallepipede dont les 
trois cötes perpendiculaires seroni 

smz ^ smy'^iaz' 
Le produit de ces trois lignes donnera donc 

34. d'P = - ^^''fK^,^, 

Sin j^' Sin ä" ' 

element diiFerentiel du volume du corps P. L'integration de cette expression 

par rapport ä y depuis y = 0, nous donne 



^rk dxdz t 

drP = -. .i-cottf, 



ou autrement 



d^P = — - -/ .rcotf/'. 

Pour un globe dont le demidiametre est r^ on a 

sinr' = sin a:' sin y' sin a', 
apres cela 



d:p = i'^''''',/r JL__ _J Y 

sins'* r Nsinr*- sinx'^sins'V 



Si Ton y fait 



cot v' sin r' 

Ol qu'on integrale ensuite par rapport a % on trouve 

dP = -i--.— >»-(2a/ — sin2u/)( 1 ---;—: ttJ 
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En etendant cette integrale de s = ä sin z sin x' == sin r', c'est-ä-dire 
de yj = ^n ä V/ = 0, nous avons 

~" 48inr" n sina/^/' 

et en integrant de nouveau: 

P = -j--,- (coso?'— sinr'"logcotiJc')• 
En multipliant par 8 et en etendant celte integrale au huitieme du globe, 
c'est-a-dire de x' == ^n ä x' =^r'^ nous avons enfin i'expression de ce volume 

35. P = in{e'''-e-''^4r). 
Le developpement en serie, si on pousse Tapproximalion jusqu'ä r^^ donne 

P = i^r", 
comme on Va dans la geometrie usitee. Si Ton diiTerencie Texpression (30.) 
de P par rapport ä r et qu'on divise par dr, on a la surface de la sphere 
a rayon r 

Considerons encore un point dont la position dans Tespace seit deter- 
minee par des coordonnees x, y, z, de maniere que x soit menee du centre 
des coordonnees, que y soit perpendiculaire a o; lä oü :r finit, que z soit 
perpendiculaire au plan des xy bvl point oü y finit. Dans le triangle rectangle 
forme par x, y (Fig. 5.) nommons p Thypothenuse , co Tangle oppose a y. 
Dans le triangle pareil dont les cötes sont p, z soit r Thypotbenuse, 6 Tangle 
oppose ä z. D'apres les equations (1.), (5.) on a ici 

sinr' = sin p' sin ä', tangoi = cosy'sinrr', 
sinp' = sin x'siny', tangö = cosjs'tangy. 
Si Ton veut donc exprimer r^ o)^ 6 par x, y, z, on a les equations 

sinr' = sin jc' sin y' sin»', 

tango) = cosy'tang.T', 



36. 



sinö = 7 sin a?' sin v' cos ä'. 



et si Ton veut exprimer x, y, z par r, co, ö, on a 

cosa:' = cosr' cos CO cos ö, 



37. 



\ 



, __ cosr' siu cu cos 
\ coiy - 7(1 -cosV^cosö') ' 



[ cot»' = cot r' sinö. 
En faisant varier les angles 0^ w d'accroissemens infiniment petits dd^ da). 
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les rayons r^ p decriront des arcs [voir requation (33.)] 

rföcolr, dacoip', 

dont le second etant divise par sin z' [v. requation (27.)]^ donnera i'arc quo 
le rayon r d'ecrit a cause de Tacroissement d(o. Le produit des deux arcs 
infiniment petits que le rayon r parcourt ainsi, multipiie par dr, sera Teiement 
differentiel du volume P du corps. Donc 



d^P = drdu)decolr 



cotp' 



sin 5' 

Mais dans le triangle dont les cötes sont p^ ss, Thypothenuse r^ nous avons 
d'apres les equations (3.)^ (5.) 

tangr' = tangs'sind^ tangö = cos^s'tangp'^ 
apres quoi 

38. d'P = i dr du) de cos e^e'-e-";". 

On pourrait arriver ä cette expression de d^P en partant de celle que 
nous avons donnee plus haut (34.) et en se servant des equations (36.) ou 
(37.) pour la transformation des coordonnees d'apres uue methode bien connue. 

Proposons nous ä present d'evaluer le volume d'uu cöne ä base plane. 
Nommons h sa hauteur, c son aräte, et soit le pied de la hauteur en möme 
tems le centre des coordonnees polaires, de sorte que r soit le rayon mene 
de ce centre ä un point de Tarnte, Tangle que le rayon r fait avec la base 
du cöne, co Tangle que la projection de r sur cette base fait avec une ligne 
fixe dans ce plan, menee du centre des coordonnees. Soit encore q) Tangle 
au sommet du cöne entre les lignes h, c. 

En integrant Tequation (38.) par rapport ä r et depuis r = 0, nous 
trouvons 

39. 2d'P = cosö(-^^^-logcotir)rfa)rfÖ. 

Dans le triangle dont h, r sont les cötes, q) Tangle oppose a r^ 
^71 — Tangle entre A^ r, nous avons d'apres la troisieme des equations (13.) 



cosr' = 



COSÄ' 



cot()pco8ÖsinÄ'-f-8inö ' 



apres cela 



^/ d'P \ _ cosÄ'co8Ö(cot<;pco8ÖsinÄ'+8inö) 
\d(odOy "" cot(f C08Ö(8inÄ'-l-sinÖ)'— cosÄ'* 

1 AI /cot(jpco8Ö8inÄ'+8inö — co8Ä'\ 
""^ ^Vcot^cosösinÄ'+sini? — sinÄ'/' 
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Celle equalion multipliee par dO et inlegree par rapport ä depuis = 0, donne 

^(dP\ _ /* c osA^sinA'cotydg 

vrfw/ ^J (coty cos Ösin k! + sin ö)'— cos A" 

. ^. / eotyco8g8iDV + 8ing4 -co8A'\ 
- 4 sin ef lOfiTVcotycosösinÄ' + 8iiiö.::^iFA 

Si OD fall ici cot9)sini' = cotit et qu'on 6tende rintegration jusqu'ä 0=:\n, 

on a 

4 o. cos A cos A^ . sin A*cos A' 



_^ ^Mx OQg^ 1-. ) •(! — sipA^cosy*) cosA^(l— ginA'cosA^O 

■" ^+2^(l-^cosy*8iDA*)^^^ co8;ico8V . BinAVosy 

( 1^(1 - sin A* cos A'*) C08A/(l-sinA»C08A'*) 

— kJL ^^^^ 1 /^C Qt>^ + cosA^ ^{\ — sin A*co8y*) \ 

" "" "^2/(1 -cosA'^sinr) ^^^ VcösA - cosA' •(! -sinrcosA'*)/ 

Cependant la valeur sopposee de cotA nous donne 

„4 . -2 i,ti BinA' . cos «T' sin A' 

\{\ — sin A^ cos A = -rri « Dir • COS A = -r 



V{i — coscjp'cosA'*) • ^\i — cosqp'cos A'*) 

Apres quo! on obtient 

N iuu * '^ '^ \co8 q> — cos A'/ 

Dans le triangle rectangle donl ies cötes sont k, c et Tangle entre ceux-ci 
est <py nous avons d'apres requation (4.) 

40. cosA' = cos c cos 9^ 
par coosequent 

41. 2(^— ) = ccosy— A. 

Si la base da cöne est on cercle, Ies quantites c et 9 sont constanles 
Dans ce cas l'integration par rapport ä oi depuis oi = Jusqu^a cü = 2n donne 
le volume d'un cöne droit a base circulaire 

P = 7l(0C08 9 — Ä). 

Si on y met la valeur de h tiree de Teqaation (40.), on a 

r -. '^ccos7)-.,iogi^^_^^^^^^;|, 
ou bien t 

En poussant rapproximalion jusqu'a c^ on Irouve 

P = ^Tic^siny'cosy, 
valeur du cöne comme on la trouve dans la geonielrie usitöe. 
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Au reste quelle qoe seit la figure de la base, reqiiation (41.) ttona 
donne loujours le volume da cdne 

42. P = i/lc cos (p-h)d(o, 

Ott c est Tarnte da cöne, h sa bauleur, ^ Tangle entre e ei h, (o Tangle 
qo'an plan passant par A et c decrit aalour de h^ Tiiitegrale s^itendanl a U 
base entiere. 

Reprenons encore Texpression (39.) 

Si c'e3t au sominet du cöne que les lignes r (Fig. 7.) preonent a present 

leur origine et que 6 soit i'angle entre r et sa projection p svr an plan qai 

passe par la hautear h et dans lequel Tangle co est compte de la ligne h, 

on aura dans le triangle rectangle dont les cötes p, r interceptent Tangle 0, 

d'apres requation (4.) 

43. cos r cos ö = cosp\ 

En mellant la valeur de cos/ tiree de cetle derniere equation.. dans 

Texpression de d^Py nous avons 

4(./') = 2eo»P'coB^J -~cos(?log r''; + ^''^\ 
N dw d0/ cos Ö' — cos p' ^ Vcos ö — oos/^^ ^ 

et en multipliant par dO, puis en inlegrant par rapport a depois = 0, 

4(^ = -4-,log( ;+'^yg''«? )-sin(?log C^';+''"''P> 
V d<w/ sm p' * \ 1 — cotp' tang 6^ ® Vcos ö — cosp'^ 

En faisant joindre les bouls des lignes p et h, p et r^ r et A par des 

lignes X, y, q dont les deux premieres sont perpendiculaires entre elles^ noas 

avons pour les deux triangles rectangles auxquels p sert de cöte comniun, 

d'apres les equations (1.), (5.) 

sinp' = sinA'sinx'^ tangoi = cosx'tangV^ taog0 = cosy'tang/i'. 

A Taide de ces equations et en profitant de requation (43.) nous trouvons 

2(^) = _J' -r8in(?. 

Et si nous ne voülons retenir que les variables x'y y et qu'ä cet effet nous 
substituons [v. les equations (36.)] 

cosr' = 1^(1— sin Ä'^ sin x" sin y'^), 

. ^ sinA'sinrr'cost^ 

sinö = 3 — ^, 

cosr' ' 

, — ^^sinx^sin ^cosV 
~* 1 — sinVsina?"* ' 

nous trouvons 
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Gelte ezpression de dP, integri^e depais x' ^\n jusqu^ä ce que y' devient 
^Tiy donne la parlie do cdne interceplee entre deux plans p^rpeadioalaires 
passant par la baateor k. Ed möme tems Teqiiation (42.) nous fournit ane 
autre expression pour ce qnart da cöne; c'est-a-dire 

ou (p est Tangle entre r et A^ v^ Tangle oppose a y daas le triangle redangle 
dont les cötis sont Xy y. La d^pendance molDelle des variables qui entrent 
dans les deox expressions est determinöe par les eqoalions 

sinr' SS sin A' sind?' sin y^ tangy/ = cosy'tangx'^ cosr'cosf) '=^ oosA'. 
Si la base da cdne est un cercle dont le rayon est p, les qnanti- 
tes ffjVy 9 sont des constantes, et on a 

44. sin^' = sinx'siny', P = |7r(rcosy — A), 
et raotre expression poor P sera 

1^ p _ , . , /»^ da/logeotjy^ rginy'eosA^ /'*'» dg^cosy'siny^* 
4D. r - »cosÄy^^ l-sinVsina/»"'" 2co8H 7^. 1 -.ginA'^sin«'' ' 
Puis on troave 






sinA^sinx" '^J^^ 1-sinV'sin«'* 

^ •/ cosA'* + sin A'* 008^* cos«* 
— ^(CQ<^^—<^<^A0 
"" 2co8A'sinA'* 



Par consiqnent Tane dea valeors de P sera 

P — I i> Z**" ^ dg^logcot^y , fir(cosy-co8rO 

r - icosiiy^ i-sinVainf*'^ 4^ii? ' 

et Tantre 

La comparaison de ces denx valeurs donne 

./ ^' 1— sinA^sinx'' * ^ . 
Apres y avoir mis la valear de x' en y' et rejete les accens snr les let- 
tres^ on a 

iift f^^ ainycosylogcot^ydy _ ;»log(cot ^fctang ^r) 

J ^ (siny' — 8inr')y'(Biny* - ainp') 2 sin ^ cos A ' 

oü sinrsr sinAsin(». Celle integrale definie n^a pas encore ete remarquee, 

il me semble, dans toute sa generalitö. On en troave quelques cas par- 

41» 



314 18. Lobatschewsky, giomitrie imaginaire* 

ticuliers dans le Supplement aux Exercices de caicul integral par Legenäre. 
Quoique nons ne soyons parveou ä la connaissance de Tintögrale (46.) qn^& 
Taide de la geometrie imaginaire, neanmoins cette voie indique dejji le möyen 
d'y arriver analyliquement. Au reste on peut trouver cette integrale d'une 
maniere plus courle, en considerant la double integrale 

dp dtp ein ff* 



JJ Cl-p*8in9*)(l~ii'8inf|)0' 
prise depuis /»"^O, ^ = jnsqu'a if^\^ny tandis que Tautre valeur de f qui 
doit servir de limile reste indeterminee. Apres Tintegration, une fois par 
rapport a fy et une autre fois par rapporl a ify il faut y mettre 

GOSV 0080 

L^equation (46.) apres la Substitution de 

tangy = .f ^ .^\ siny = — ^, 

et qu'on a intögre par parties, nous donne 

yl ( ^^^ "*" ^^* — fliny*sinA*) \ 
*y yrfysiny . ^^ 2co8yco8|A* / 

•(! — sin Ä* sin y') • (sin y '— sin ff ') "" 2 cosA /(l — sinp^'sin A') 

La valeur de cette derniere integrale se laisse developper en une Serie or- 
donnee suivant les puissances de sinA et ou le coöfficient de sinA avec Tex- 
posant n entier et positif est tonjours moindre que 

A7isiny"log — -• 

Par consequent la valeur de rihtegrale dont nous parlons, reste aussi vraie 

lorsqu'on y met -r-j- au lieu de sinA et qu'on regarde en roöme tems 

sin A^ sin/. En passant ensuite des quantites imaginaires aux quantiles 
reelles, on trouve" 

y. «:« ^ A — arccosv )| 

(sinA'— 8in<jp')y'(8iny*— siny*; "" 2co8A/(8inA*— siny')' 
Pour A = |7i les deux integrales deviennent identiquement 

» C08<]pV(8iny^— sinqp*) "~ cosy 

Dans Texpression (44.) pour le volume du cöne droit a base circu- 
laire, si Ton introduit d'autres quantites qui se Rapporten t au cdne, comme 
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le rayon () de la base et Tangle a qne le rayon p forme avec Taröte r, oo 
a d^apres les eqoations (4.) et' (5.) 

cosr'cosa = cosp'^ tanga = cosh'langQ' 
et pnis, en mullipliant requalion (44.) par 4 poar avoir le volame da 
cöne entier, 

ou bien 

A mesöre qae la haotenr h du cöne aagmente, l'angle a augmente 
aassi et s'approche de q' josqu'a rendre enfin la difference p'— o insen- 
sible. Dans ce cas et en ne retenant qae la premiere paissance de p'— a^ 
noas avons 

— P = ^-i^^log(e'— «) — 23jlogsina. 
n sma ©^^ / © ^ 

et poar A = oo : 

P = — Tilogsina. 

Pour toat aatre cöne infini, niais dont la base n'est pas an cercle, on a donc 

47. P = — iydailogsina, 

oü w est Tangle que le plan passant par Taxe du cöne decrit autour de cet 
axe, et a est Tangle qae Taröte du cöne fait avec sa projection sur le plan 
de la base. 

De Taulre cöle en supposant toujours A == cc et par consequent h' = 0, 
requation (45.) nous donne 

P = i/(rfaj'logcotijf'. 

En egalant les deux expressions de P^ nous avons a cause de q' ^a 

48. jdcolog sing' = /rfa?' log cot ^ y', 

ou les limites de la premiere integrale etant ai = et oi = ^ji^ celles de 
rautre doivent repondre a y' = z^, x' = ^n. Ici la d^pendance des quanti- 
tes qui entrent sous les signes d'integration est determinee au moyen du 
triangle rectangie dont x, y sont les cötes, ^ Thypothenuse , m Tangle op- 
pose a y. Par consequent d'apres les equations (1.), (5.) on a 

sin if = sin x sin y\ tang co = cos y' tang x. 
Lorsque la base du cöne est un cercle, le rayon ^ est une cönstante, et 

, r _ dy^cotysinp^ 

"~ "" |/(8iny'*— sinp'*) ' 
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Apres cela 



BiQ^ " V (/ •(siny'' — sin ^'*} ' 



oü p' est une constante arbitraire. Cette integrale est dejä comprise, comoie 
an cas particnlier, dans Tinlegrale plus generale (46.) et qoand on snppose 
dans celle-ci r^ h infiniment petites. 

Dans r^atioD (48.) y' ost une fonction arbitraire de x qni n'est 
limitee que par la senle condition de rendre la valeur de'x' reelle , lorsqae 
yi'=\n. Par exemple^ supposons 

sin «^ = sin x*^ sin y " + sin (P cosa:'*, 
on a^ ft sont des constantes. Apres cela noos tronvons 

. 2 sina*— ain/9*008ar' 
^ 1— am/rcoso» ' 

i /*»'». j ^ 8in€t*-— 8in/yco8i»* >^ 

2|^(sitta'-8in/f)yo ^^*®<fV i-gin/J-cos«« ) 

y^i^ dycosysinylogCQt |y 
a (Siny*— sin /?) •(siny*— sin a') ' 

fin snbsUtnant ici la valenr de la seeonde integrale qoe nous avons 
tronyee plns haut (46.)^ on a 

J. ^^^< l-sm/ycosio« ;-^'og(cotlytang^/g), 
oä 8in/3 = sinasiD7'. On «n conclut, qaels quo soient ies angles a<C\ny 
ß<Zin, qoe 

Ja ®^1— sm/rcos« '^ ^^oos^^ 

En integrant par parties on en dednit 

(1 — sin a'cos iü') (1 — sin /f cos w*) "" cos a'— cos /f ^^C08i/J>'' 
ou encore 

u (1 — cos « cos « ) (1 — cos iScos «) "^ sin i(a + /J)gin J (a — /?) ®M +tangi^^/' 
Pour a = /9 cette integrale se redait a 

y^n Mdft^gino» __ . #1/2 

(1 — cosaoosw)* ~" 8inacos|a8in(|fs + i<>)^ 

qu^on peut verifier sur le chanip^ en y meltant ;i— a et n—w au liea de a et (o. 
Dans reqoation (42.) qui donne 

dP = j</a)(ccos9>'-A), 
expression de Tel^ment differentiel d'dri cAne droit ou h est la hantenr da 



•/ 
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cdne, e sont arite, <p Taogle entre c et A^ co l'angle qoe le plan passant 
par h decrit aatoor de cette ligne. Supposons a present qae la baae soit 
an triangle rectangle donl les cdtes »ont x, y (Fig. 8.) et co Tangle oppose 
a y daos ce triangle. Dans ce cas le cöne divient iine pyramide dont le 
Yolnme sera 

On pent prendre anssi la ligne jr ponr la hauteur de cette pyramide et ponr 
SB base le triangle dont les cdt^ sont rr, h. En nooimant donc tp Tangle 
entre et y, 9 Tangle de la base oppose a A, on a de mörne 

P = jyid(ccosv'-y). 
En comparant les denx integrales on conclut qne 

/ ito(ecosy — A) = / rfd(ccosv^— y). 

Dans* la prämiere de ces integrales c'est A qui est nne conatante, dans 
Tantr« c^est y, tandia qne co, e, ip, 0, \p varient. La dependance de tontes 
ces quantites entre elles est determinee par les equatious ^uivantes on p^ q 
representent les lignes qui joignent x avec y, x avec A; 

cos e' cos ip = cos A'^ cos c' cos t/; = cos y\ 

fone' == sinA'sinp'^ *sinc' = sin y' sin ^'^ 

tangp' = sin y sin co^ lang q' = taog A' sin 6^ 

tangc' = tangj^'sin^^ tangc' = tang^'sin y/^ 

cosp' cos CO = cos x\ cos q cos 6 = cos x\ 

tangoi = cosy'tangx'^ tangtf = cosA'tango?'. 
Si y = oc, alors, comme on a vo plus haat [v. Tequat. (47.)]9 

49. P = -iyd»Iogsinj', 

ou bien, a cause de cos^'costf^cosx", 

50. P ^ ifdOlog . ,^ T?\^. ^^ ' 

*y t) * sin («'— d) sm (jc?+ 0) 

Mais on pent evaluer P encore d'une aulre maniere. Si nous differentions 

requation (49.) deux fois par rapport a et a q\ nous avons 

(fP = -^IdOdqcoXq', 
puis 

dqco\q = ^ ^• 

^ ^ C08Ö'— cosx'* 

Par conseqvent 

A^P — , d^dx^sing^cosg* 
"" * oosö*— cos»'* 
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LMütegralioD de cette eqoation par rapport a et depuis = 0, donne 

et a cause de cotx'tangd = cosA'^ 

hdx\ 
En metlant ici la valeur de x en h et 0, nous trouvons 

La comparaison de ces. dißerentes expressioDS (50.), (51.), (52.) pour P nous 
condoit donc ä etablir Tegalite des integrales suivantes: 

/'"j/ji cosÖ* /'»« . ,, Bin(a!'+Ö) 






2cos2d 

Poor demontrer la premiere de ces equations on n'a qai'ä integrer 
deux foia: par rapport a et a x'. La seconde equation se verifie par la 
sobstitation de la valeur de h eo x' et 0, c'est-a-dire 

h = i log . ; . -öT ' 

SupposoDS encore que la base du cöne soit un qoadrilatere dont les 
cötes y, X, §, t] (Fig. 5.) sont perpendiculaires Tun ä I'autre dans l'ordre de 
leur succession. La hauteur de ce cöne soit infinie et perpeodiculaire ä la 
base au point de jonclion des lignes x, |. Le volume du cöne sera exprime 
d'apres Tequation (52.) par Tintegrale 

P = --fydx\ 

En möme (ems le volume de ce cöne sera compose de ceux des denx 
untres auxquels les triangles formes par a; et jf avec leurs angles ßy\n-'ß 
opposes a y^ rj, servent de bases. Par consequent' 

P = 2sm2/3y^5j-^|^^L 
De Sorte que 






vdn 



2ßJ ^ J K) c'^y + «-^«' — 2co82/? ' y e^'? + e-2'?4-2co82/J' 

oü les quantites ßy y, x, ri sont liees par les öquations (18.)? (25), (27.), 
c'esl-ä-dire 

tang/j = cosy'tango;'^ cos^' = cosy'sinx', lang?/ =■ siny'tango?'. 
En regardant ß^ ^ comme des conslantes et en differentiant dans 
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Celle supposition la seconde de ces equations, nous avons 

dx = dy' lang X lang y\ 
Ensoife 

dx' = -t«°»/^(^3p^- 
Par consequent 

2 n ydy ^ f ydy f ndn 

oü 

langi; = tang/?tangy', cosr = ^f^i + Zfcotß^) ' 
ce qai veol dire 

t] = Iog[4col/9(c*-c-«0 + |/(icol/5f'(e'-0'+l)], 

t _ i^-r (<^-<~'')«»'°/^-»->^[^"°/^+c<>-g-'0'] i 

> - »ogL ^[4 Bin /J'+cos/f («»-«-»)•] J* 
Lorsque y devienl infini, t] le sera de oidme, mais alors 

I = logcoiaTT-i/?), 

/•' Wy _ cos/?' /" y<^y(«^>+e-^0 

Nons avons troove plus haot qae 

Mais si dans la premiere de ces deux inlegraies on substitue la valear de 

y tiree de requalion 

cos$' = cosj^'siüx'^ 
OD aora 

La derniere integrale est la valear de 

/rfwlog Inngu—jdü log lang r^ 

les integrales etant ici prises de tf = -jn-f- jor'—ll' jasqo^a tt = |;i — |f et 
de r = laj'+lS'— 1^ josqu'A r = i^. Or a ces deux integrales on peut 
ajonler encore celle-ci 

Apres cela les trois integrales se rennissent en unesenle/ifti log lang tf^ prise 

entre les limites « = ^x'+i^—i^, w = i^i + i«'— }^^ on ce qui revient 
an möme, 

J «•+•-• 
depois J5 == logcol(^;f + ia:'— ]!') jusqa'ä i = logcolQx'+il'— i^i). 

Crelle'B Joiirnal d. M. Bd. XYIL Ul^ 4. 43 
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Apres cela noiis avons donc 
nn2/J J «•+ «-• J e^H «•'?'— 2 cos 2i* '^J u 



les Umites de la premierö integrale dans cette derniere eqaalion reatant les 
mömes. Loraqae y s oo, 17 es ac, on a o:' = ^ft, §' = ^n— /9 et Ton troQYe qoe 

ou o est one coDSlante et ou la prämiere integrale commence avec a = log lang |o. 

On pourrait beaucoup multiplier les exemples d*application de la göo«* 
metrie imaginaire a la recherche des integrales, mais ce qne j'ai dit jnsqa^ä 
präsent soffit, je crois, ponr ne plns laisser de doate snr la virite des prin- 
cipes etablis et pour reconnaitre quelque ulilite de cette nonveUe branche de 
la göomitrie. 

Je pnis faire encore nne reroarque assea importanle ponr fetude 
des integrales, c'est que tonte integrale indelerminee qui a Tnne de ces 

denz formes 

/ ia?ginaglogcot|g /* xdxAn» 

(a»-8inaj*)/(6«-8ina?*)' J (a'-sina:'3A*"-»m«*)' 
o)a a, b sont des conslantes , pent £tre tonjonrs ramenee aux integrales de 

la forme /tf^logcosa:. On parvient ä ce resnltat en considerant, d'apres les 

principes de la geomitrie imagipaire, le volume d'nne pyramide dont la base 
est nn triangle, et en reprodnisant cette pyramide par la combinaison de Celles 
dont la bantenr est infinie. 
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lieber eine elementare JBäitwieketongftweise der ein- 
fachsten transeendenten Fnnetionen. 

(Vom Herrn Ih*. Sckelttnuh %n Berlin») 



§1. 

JJiese Abhandlatig bat haupIsSehlicb sum ZwwA^ zu seigfen, me wf eine 
ansebaulicbe Weise in der ersleu Claase unserer Gyamasien die JXeihBik filr 
die ExponentialgrAraen und Logfaritbnien, so wie fOr die Sinus nnd Cosinus 
entwickelt werden können. 

Nacbdem man die allgemeine Bedeutung einer rocbtwinUigea iS^mle 
geteigt bat, so wie sie p. 363 des 16(en Bandes dieses Journals entwickelt 
worden ist, geht man zu der Fig. 9. Ikber, in welciier AF ^ FG = ... SB sfs p 
gleiche Sehnen ^nes Kreises darstellen mögen, dessen Hiltelpunct C und dessen 
Radius AC = r ist. Man verlingere alle diese Sehnen nach der rechten Seite 
bio und bestimme auf den Verlängerungen die Poncle Ky L, My...T so, 
dafs FK^FA, GL = GK, HM ^HL, ...ST:==SD wird. Verbindet man dieae 
Puncle XU dem Polygon AKLM . .. Ty uud nimmt ähnliche Verlängerungen 
mit den Seilen desselben vor. so dafs KM=^KA wird, LQ ^ LR, MP^MQ ... 
DE ^ DO, so erhält man abermals ein Polygon durch Verbindung der Puncto 
^9 Af Q, ' " E. Jetzt kann man wieder die Seilen QR, PQ, . . . EO ver- 
längern und ganz auf dieselbe Weise ein neues Polygon bilden, und Aber« 
haupt mit dieser Construclion fortfahren und Polygone zeichnen, deren Seiten-- 
zahl stets um Eins abnimmt, und die alle vom Puncle A auslaufen ; des letzte 
derselben redncirt sich dann auf eine einzige Gerade. Die auf solche Art 
in der Zeichnung erhaltenen Dreiecke sind sämmtlich gleichschenklig und 
alle einander ähnlich. Hat man beim Kreispolygone it Seilen angewandt, von 
denen jede gleich p war, so ist die Länge des Polygons AB gleich np. Da 
die Dreiecke AFC und AFK ftonlich sind^ so ist 

AK:AF=AF:AC oder AK:p = p:r, 
folglich 

AK^^, üri=2^-, Ilf=3^, . . . TD==(ii-l)£^, 

43» 



322 i^- Schellbach^ Entwickeluugnweise der Iranscendtnteu Functionen. 

also 

Ferner verhfilt sich 

äR:AN^äF:AC oder ARi^=p:r, 

folglich ist 
also 

'*"'~"M.2^1.2^1.2 ^ ^ 1.2 ^r* 1.2.3 r' 

Offenbar wflrde 

/1.2.3 , 2:3^ , 3A5 (m-1)(h-2X«-3) \p' _ «(« -l)C«-2) («-3) p; 

M.2.3''' 1.2.3 "^1.2.3"^ "**■*■ 1.2.3 K* ~ 1.2.3.4' ' r' 

die LSngo des folgenden Polygons sein. Bezeichnet mon durch S die Snmme 

des Radius r und aller dieser ii Polygone, so erhält man 

Hätte man an £7 noch ein it les ähnliches Dreieck gelegt, so wflrde 
statt AT ein Polygon von ii Seiten entstanden sein; ehen so hätte sich atis 
diesem statt AE auch ein Polygon von n Seiten ahleilen lassen, und Ober- 
haupt jedes folgende konnte mit einer gleichen Seitenzahl gezeichnet werden. 
In diesem Falle endete die Consiruction nie, und man erhält als die Summe 
des Radius und aller dieser unendlich vielen Polygone 

Ä. o ^rtnpt ^2 r^ t.2.3 r* ^ ^V r) 

Die geometrische Bedeutung solcher Binome zu kennen ist oft nicht 
ohne Interesse. 

«2. 

Setzt man nnn die Lflnge der gebrochenen Linie AFG ....£ = it, so ist 

i. 

and man «rhält ans (1.) 

1. S = r(l+^)" andan8(2.) S' = r(t-A)-, 

WO die zweite aus der ersten Formel entspringt, wenn man i» negativ 
nimmt. Je gröfser i»/ desto kleiner werden die Seiten des Kreispolygons 
AB und desto mehr schliefst sich it an den Kreisbogen AB an, bis es 
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endlich fflr ein unendlich grofses n mit diesem snsaromenfSlIU. Bezeichtiet 
man den Winkel ÄCB durch n^ so ist in diesem Falle 

dafaer^ wenn wir diesen besonderen Werlh von S durch b bezeichnen, 

2. , = r(l + ^)"=r(l+« + ^+^ + ....). 

Donseiben Werlh erhfilt man nalflrlich auch ans S. 

Jetzt hat sich das Polygon AKL ... 7 in die Evolvente des Kreis- 
bogens AB verwandelt 9 eben so das Polygon AE in die Evolvente der 
Curve AT u. s. w.^ wie sich durch Anschanung unmitlelbar ergiebt. Die 
Gerade BT wird eine Tangente an den Kreis, eben so ET eine Tangente 
an die Evolvente ^7 u. s. w. Alle diese fiufsersten Geraden sieben dann 
senkrecht auf einander und bilden .die in der ersten Abhandlung erwShnle 
rechtwinklige Spirale. 

Der Lehrer bat hier die beste Gelegenheit, die so wichtigen Begriffe 
von der Abwickelung nnd deii Krflmmungskreisen auseinander zu setzen; 
zugleich hat er hier ein Beispiel einer Rectification durch elementare Be- 
trachtungen, und zwar unendlich vieler Cnrven auf einmal, ein Beispiel was 
er sonst vergeblich suchen möchte und wofür sich bei Schfllern immer 
Interesse findet. 

Löst man in (2.) die Klammer auf, so stellen die einzelnen Glieder 
der Reihe enisprecliond den Radius AC dar, den Kreisbogen AB, dessen 
Evolvente AT^ die Evolvente AE dieser Curve u. s. w* 

§3. 
Nimmt man den Bogen a der Einheil gleich, so ergiebt sich 

1. 0+i-)-=I+i+j^+I^ + .... = 2,71828.... = ^ 

und wenn man in (2.) des §.2. na statt n setzt, so erhält man 

daher ist 

3. * = re" 
ond hiernach 

4. a = log — • 

wenn durch log die Logarithmen für dje Basis e oder die.. natOrlichen Lo- 
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garilhmen beseicbnet werden. Aus (2.) in $. 2. ist aber aach 



5. a = 



\ 



Nennt man nun a den Theil der Spirale ohne den Radias, so ist 
und ans der Gleichstellung von (4.) und (5.) 

n 
oder, wenn man den Quotienten —=:x setzt. 



• • • • 



7. log(l+a?) = ar-iar'4ia?*-ia?*+ 
Fflr den Radius r == 1 ergiebt sieb aus (4.) gans einfaeb 

8. a ^ ioga. 
Denlit man sich also einen Kreis vom Radius! und sucht su den 
Spiralen, deren Lfidge 1, 2, 3, 4, .... belrigl, die entsprechenden Kreis- 
bogen 0; 0,69314; 1,09861; 1,38629; ...., so sind diese die natOrlichen 
Logarithmen von jenen. Sucht man aber su einer Spirale a den zugehörigen 
Bogen b und rolfst die oben gefundenen Bogen durch den Bogen by so sind 

die Quotienten die Logarithmen der Zahlen 1, 2, 3, 4, fQr die Basis a. 

Es ist s. B. log 10 = 2,30258, folglich betragt der Bogen 1,09861, dessen 
Spirale 3 ist, von dem Bogen 2,30258 fast genau 0,47712, welches eben 
der gemeine Logarithmus von 3 ist. 

$. 4. 
Es ist nun leicht zu sehen, dafs wenn in Fig. 1 0. der Bogen BA^a 
angenommen wird, der diesem gleiche Bogen BA^—a zu setzen ist, und 

dafs die verticaleA Seiten der untern Spirale, nSmIich BT, E'F^ O'If, , 

den Seiten BT^ EF^ FG, .... der obern entgegengesetzt laufen, also negativ 
SU nehmen sind, die horizontalen hingegen TE', FG\ WK\.... mit den 
horizontalen 'lE^ FO, HKy .... einerlei Lage , also einerlei Zeichen behalten. 
In dieisem Falle wird also die algebraische Länge d der Spirale CBTB'F ..,. 
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Da nun der Zahlen werth von d stets kleiner als r ist, so kann man 
d^r—S annehmen und erhüt dann 

« = -log— = -log(l--y^), 
aber auch ^ 



a sss 



n 
folglich £ 

- -.«(1-4) - ^^^^ - 1+*(4)'+*(|)'+- -. 

n 

SO dafs also in der Reihe (7.) des §. 3. fflr log(l4 ^) das x auch negativ 
genommen werden kann. 

§5. 

^ie aus den gefundenen Seiten der Spirale die Reihen fflr den 
Sinus und Cosinus des Bogens a zusammengesetzt werden, ist in der vor- 
hergehenden Abhandlung gezeigt worden. 

Da die Function e* ohne allen Vergleich die wichtigste in der gan-» 
zen Analysis ist, so wird es sich wohl der Mflhe lohnen, wenn man sie 
von verschiedenen Gesichlspunclen aus betrachtet Die hier gegebene Ent- 
Wickelung scheint ganz ihre Natur zu characterisiren , da sie jedem Gliede 
der Reihe, durch welche wir sie darstellen, seine geometrische Bedeutung 
anweist» Diese Entwickelung verdient auch schon deswegen Beachtung, 
weil sie dem SchQler diese Function nicht als da^ leere Resultat eines 
blofsen algebraischen Mechanismus fiberliefert. In dieser Hinsicht mache 
ich noch auf folgende Betrachtungen aufmerksam, die ebenfalls auf eine 
eigentbamlicho Weise zu demselben iie\e fflhlren* Ein Capital e vermehre 
sich durch einfache Zinsen in einem Jahre p mal, so erhilt man an Ca- 

1 p 

pital und Zinsen, wenn diese nach — Jahre bezahlt werden , ^+-^^ 

oder c(l+— ). Giebt man dieses Capital wieder — Jahr lang auf Zin-* 

sen, ao ist sein Werth, nach Verlauf desselben, c(l+— ^ . Nach dem 

folgenden Mtel Jahre wflrde man von diesem Capitale e(i+—j erhal- 
ten. Fahrt man so fort und schiigt jedes Mtd Jahr die Zinsen zum Ca- 
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pitale, 80 ist aus dem Capitale c nach einem Jahre c(^l+— ^ geworden, 

statt dafs bei einfachen Zinsen sein Wertb nach einem Jahre nur c(l4-p) 
gewesen wSre. Könnten aber die gewonnenen Zinsen coiilinnirlicfa zum 
Capilal geschlagen werden, d. h., nShme man n unendlich grofs, so würde 
der Werth des Capitals c nach einem Jahre zu 

anwachsen. Trflge z. B. ein Thaler in einem Jahre bei einrachen Zinsen 
einen Thaler, so besfifse man am Ende des ersten Jahres 2 Thaler, da- 
gegen 2,7J828 öder ^ Thaler, wenn die gewonnenen Zinsen conlinuirlich 

zum Capilal geschlagen werden könnten. Man darf nun den Satz etwas all- 
gemeiner so aussprechen: Wenn eine Einheit durch stetiges Erzeugen neuer 
Theile ihrer Art in einer hesiimmten Zeit zu 2 anwachsen^ wQrde, so ver- 
mehrt sie sich in derselben Zeit bis auf 2,71828 — oder e, wenn die schon 
hervorgebrachten Theile in demselben Maafse mit erzeugen helfen. Der erste 
Procefs wfirde einer unorganischen Absonderung entsprechen, der letztere 
einer organischen Schöpfung; denn einer der Grundbegriffe, die wir uns von 
der Natur des Organischen und der Lebensihfiligkeit bilden, ist eben der, dafs 
das Erzeugte stets in gleichem Maafee mit erzeugen hilft Dieser organische 
Procefs wird in analytischer Weise durch die Function e* ausgedrfickt und 
sinnbildlich durch deren geometrische Eigenschaft dargestellt. Diese Be- 
trachtungen, wenn auch nicht mehr ganz mathematischer Natur, sind sehr 
geeignet, auf diese rein mathematischen Enlwickeinngen aufmerksam zu machen; 
sie dflrfen indessen nur mit grofser Vorsicht angestellt werden, da sie ihrer 
dunkeln Natur gemäfs, gewöhnlich mehr Interesse erregen, als die klaren 
mathematischen Bestimmungen, denen sie nur als Folio dienen sollen. Dafs 
flbrigens die Einflechtung solcher Bemerkungen dem umsichtigen Lehrer wahren 
Nutzen gewihrt, davon hat mich eine lange Erfahrung flberzeugt. 

§.6. 
Der Inhalt eines der Dreiecke wie AFC in Fier. 9. sei d, dann ist 

das Dreieck AFK=^-j-^ da sich Ähnliche Dreiecke wie die Quadrate fihnlich 

liegender Seiten verhallen, daher wird auch 
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folglich der Flächeninhalt der Figur 

AFG .... STD .... LKA = (r + 2^+3^ + ...-+(«-t)')^ 

_ fi(n— l)(2ii-l) pM 
"^ 1.2.3 ' r« ' 

Denkt man sich jetzt die Figor AFCr BC in einen Kreisseclor fiber- 
gehend, so murs n unendlich grofs angenommen werden und man erhält, 
wenn der Winkel ^CB wieder gleich a gesetzt wird, nd =^ {r^a und 

ps=—, folglich die Fiflche zwischen dem Kreisbogen, dessen Tangente und 

seiner Evolvente 

(ii-l)(2n-l) r'g' _ r^ 
2.3 ' 2n» ■" 6 ' 

Das Dreieck AKR ist nun ^r und man wird leicht Qbersehen, dafs der Inhalt 

r* ' 

der Figur AK..DE..A gleich ist 

Lki:2>'+VT:2>'+viT2>' +••••+ — (O)* — \i^ 

- »»-OCn-a) 3n'-6w+l pM 
■" 1.2.3 ' 10 * r* ■ 

Obgleich sich die Summe dieser Reihe und auch der folgenden ffir 
die Berechnung der swisiiheD den successiven Evolventen und deren Tan- 
genten enthaltenen FIflchen elementar finden lifst, so ist doch das Verfahren 
nicht mehr einfach zu nennen und man mufs als Beispiel einer Quadratur, 
die ebenfalls nicht allzuhäufig sind, sich lieber mit den so eben gegebenen 
begnügen. Durch Integration findet man den Inhalt der erwähnten Flächen 
vom Kreissector an auf der Stelle gleich 



2' 2.3' 2.5(1.2y' 2.7(1.2.3)'' 

und daher, wenn man die Summe aller durch / bezeichnet, 

v=^[i+ia)'+i(Ä)'+Ktii)'+-]. 

WO -^ der Kreissector ist. 

Diese Reihe und auch die 

welche die Differenz der Quadrate der abwechselnden Seilen der Spirale 
vorstellt, erscheint öfter bei physikalischen Untersuchungen. 

OrtUe'f JToiinua d. M. Bd. XVn. Hft 4. 43 
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Ich will hier noch bemerken, dafs sich der Taylorschen Reihe eben- 
falls ein geomelrischer Sinn unterlegen läfst. Es sei nflmlicb in Fig. 11. der 
Winkel ADB, welchen die zwei Normalen AE und BF der Curve ABC mit 
einander bilden, gleich t; ferner sei der Winkel BFC, welcher durch die 
zwei Normalen FC und FB entsteht, gleich a, dann kann der Bogen AB an- 
gesehen werden als ft und der Bogen AC als f{t+a). Sind nun HG, JK, 
LMy .... die successiven Evoluten der Curve AB und BGy GK, KM, , . . . 
die entsprechenden Krammungshalbmesser, dann ist 

Nach dem Taylorschen Salze ist nun 

f(t+a) ^ /^l4.«_ + _. — +_—._ + 

folglich der Bo,f.. BC^a'-^+^^-'^-^-j^-*^^-. 

Denkt man sich daher, von F ans, zwischen den Schenkeln des Win- 
kels BFC = a mit den Radien BGy KG, KM, .... Kreisbögen beschrieben 
und an diese die zugehörigen Spiralen gezogen, so ist der Bogen BC eben 
so grofs, als die Summe der ersten, zweiten, dritten, .... Seite, aus der 
ersten, zweiten, dritten, .... Spirale, wie sich aus der Vergleichnng dieser 
Reihe mit der (2.) in §. 2. ergiebt. 

§.8. 
An diese Conistructionen schliefsen sich bequem noch einige mecha- 
nische Betrachtungen an. Ist s der in I Secunden mit der conslanten Ge- 
schwindigkeit V durchlaufene Raum, so ist 

s 

Diese Relation stellt man sich am anschaulichsten Fig. 12. in der 
Gestalt eines Kreisbogens vor, der auf einem Kreise vom Radius v durch 
einen Centriwinkel t bestimmt wird. Man denke sich jetzt in Fig. 9. statt 
der Geraden AK einen aus F mit dem Radius FA beschriebenen Kreis- 
bogen, so wird dieser den in der Zeit AFK vom Puncto A mit der con- 
stauten Geschwindigkeit FA beschriebenen Weg der Gröfse nach bezeich- 
nen. Wächst nun plötzlich die Geschwindigkeit der Bewegung um FG 
und bleibt wdhrend der Zeit KGL constant, so wird ein aus G mit KG 
beschriebener Kreisbogen KL den in dieser Zeit durchlaufenen Weg dar- 
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slelicn. Eben so stellt ein aus U beschriebener Kreisbogen LM den in 
der Zeit LMM mit der conslanten Geschwindigkeit LH durchlaufenen Weg 
dar. Diese Betrachlungen lassen sich in derselben Weise fortsetxen und 
man sieht auf der Stelle ein, dafs, wenn die Zuwachse der Geschwindig- 
keiten AF, FGy GH,....,BO wie die Winkel AFK, KGL, LHM, .... alle 
einandef gleich sind, dafs sich dann die gebrochene Linie AFG .... B um 
80 mehr einem Kreisbogen nibert, je kleiner die Zuwachse der Geschwindig* 
keiten und die mit constanter Geschwindigkeit durchlaufenen Zeiten gedacht 
werde». In diesem Grenifalie wird die Summe der Kreisbogen il^'+ii^^ + 
£if+-***+'D7^ oder der durchlaufene Weg die Evolvente des Bogens AB^ 
und die wihrend der Bewegung verflossene Zeil ist die Summe der Winkel 
AFK+KGL+LHM+'*^' oder der Centrin-inkel ACB. Man kann sich nun 
die Bewegung auf das einfachste dadurch hervorgebracht denken, dafs ein 
Faden TB Aber den Kreisbogen AB ausgespannt Hegt und dafs sich der 
Radius AC in der Zeit ACB mit constanter Geschwindigkeit In die Lage BC 
bewegt, wodurch der Faden vom Kreisbogen abgestofsen wird und mit seinem 
Endpuncle T die Evolvente AT beschreibt. Es ist der Radius AC, Welcher 
durch seine Bewegung dem Puncto 7 stets neue Geschwindigkeiten giebt, 
er stellt also die beschleunigende Krafk vor. Mao hat hier die GeseUe der 
Bewegung vor Augen, welche eine constant beschleunigende Kraft erseugt. 
Wäre etwa AC=^g die Beschteunigung der Schwere an der Oberfliche der 
Erde, ACB^i die Zeit während welcher die Schwerkraft auf den Punct 7 
gewirkt, hat, so ist AB = BT =: gt die erzeugte Geschwindigkeit und die 
Evolvente ^gt^ der durchlaufene Raum. Ist also um einen Kreis ein Faden 
geschlungen, von dem in gleichen Zeilen stets gleiche Stflcke abgewickelt 
werden, so bewegt sich das freie Ende dieses Fadens wie ein von der 
Schwere getriebener Punct Der Radius des Kreises mifst die beschleu- 
nigende Kraft, die abgewickelte Länge des Fadens die Geschwindigkeit des 
bewegten Punctes und der zum abgewickelten Kreisbogen gehörige Genlri- 
winkel die verflossene Zeit. 

§9. 

Diese Vorstellungen lassen sich leicht verallgemeinern. Bezeichnet 

^^ ^^ • ^^ 

in Fig. 11. der Bogen AB einen vom Puncto B durchlaufenen Raum, so 
vnrd der Krflmmungshalbmesser BG die Geschwindigkeit dieses Punctes aus- 
drucken, während der Krflmmungshalbmesser KG fflr die Evolute HG des 

43» 
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Bogens AB die bescblennigende Kraft darstellt and der von den Normalen AD 
und BD gebildete Winkel ADB die verflossene Zeit. Man denke sieb näm- 
lich, dafs die Linie KG von der Curve /jfiT abgewickelt wird, dabei die 
Curve HG beschreibt und so die Ober HG gelegte Linie abstöfst, welche 
darch ihre Bewegung den Bogen AB beschreibt. Dieser Bogen AB kommt 
hier natürlich nur als absolute Linge in Betracht, nicht als Curve von be«- 
stimmler Form. Die beschleunigende Kraft wird dann, gans naturgemSfs, 
als durch eine Reihe anderer unbekannter Bewegungen erseugt gedacht. Es 
wurde schon in §. 7. bemerkt, dafs wenn der Winkel ADB=^t und AB = ft 

ist, dafs dann BG^-j- und KG^-^ sind; hierdurch wird das versländ- 
licher, was Lagrange im dritten Theile seiner Functionentheorie §. 5. flufsert 
und was sich mit Bezug auf diese Aeufserung in Hegels Logik in den An- 
merkungen aber das mathematisch Unendliche findet. 
Berlin im Mirz 1837. 
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90. 

Note, oü Ton explique une remarquable objection 
faite par Euler en ITSl, contre une r^gle donnöe par 
NeM^on dans son Arithinetique universelle, pour 
extraire la racine d'un binoine reel de la forme y^aty^b^ 
quelque soit le degre impair de la racine demandee, 

si toutefois eile est possible. 

(Par Mr. J. Plana k Törin.) 



§.1. 

tle suppose qu^on a soqs les yeox le Memoire A'' Euler intitnle ^J)e ea^ 
tracHone radicum ex quantitatibus irratianaUbus^^ publik en 1751 dans le 
tome XIII. des Commentarü de TAcademie de St. Petersbourg, et le passage 
de rarithmetiqne universelle de Newton eite pär Euler^ tel quMi est imprlmö 
dans la page 85 dn premier livre de redition de 1760 eommentie par CaitiUan. 
D'abord, on sera snrpris de voir la formnle de Newton ecrite ainsi dans la 
page 21 dn Memoire A^Etder: 

VQ 
tandis qne, dans la page 85 qu^on vient de citer, la lettre n est pröc^e dn 

signe moint; c'est-a-dirä qo^on y voit 

lf+y(<l#^— a) 

2e 
•(? 

D^apres cette seule remarqne on dirait qne, möme en adoptant rinterpretation 
A^Eulefy la regle de Newton donne, ponr Texemple choisi par Emiet: 

»'S ys 

et non 

Ensnite on pourrait, avec qnelqne raison, observer, qoe Newton prescrit de 
prendre ponr / la valeor de 

2« 
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in numeris integris proximis. De sorle que, dans i'exeniple en question, oü 

V 

n 



2« 2/10' 

il fandrait prendre ^ pour ceKe valeur in Humeri» integris proximit,, et 
non Fumte, comme Euler le prescrii sans ambigoile, en disanU „de^ 
finialur nwBems integer qui proxime accedat ad ralarem huius ex^ 

. '• + — 

pressionis ^ qui rit » i^U tandisqtie Newton dilt ,f9ilque — s — t» numeri$ 

integrig proximu t^^. Cette sobstilolion du singolier oa pluriel enlrafne ä la 
consiqaence, qnMl faat prendre runiti au lieu de la fraclion ralionnelle ^. 
Mais on poarrait doaler, que teile etait effectivement Tiiitenlion de Newton en 
ecrivant ce precepte; et eomme en prenaot l = |, la regle de Newton donne 

,^(5/6+11): ^— j^, 

c^eatri-dire ie v^ritabie reanltat, on serail disposö a croire la regle de Newton 
exemte d« Tobjection dont parle ici Euler. L'aotorite de cea deuz noms 
ötant egalement, imposante 9 il faut penetrer plos avant dans cette dis* 
cnssion. 

§.U. 

Admetlons, si Ton vent, que ce premier argument A' Euler soit par lä 
renversö: il ne faudra pas se bAter d*en conclure, que Tapplication de la 
regle de Newton est toujoors süre. Car en fappliquant a Texemple 

J/(ia9»/3+91j^) = M, 
on aurait: ii = 2; ^==32; ^)^0 = 139)/3.|/32 = 139.4|^6; partant $^^6: 

^((139^3+91 ft) fd2) = 3,09557 = r, 

^ AAviAAQ ^ r 3J4165 1,52752 
- = 0,64608; --g— = __- = __, 

ou bien, tu numeris integris proximis: 

-5j- = -^^ = ^j^ = 0,74846 = ^ = <. 
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Oa a doDC ici: 

U — Ti = 7- • 

y32 2/64 

En prenant f = 1, conrormement ä rinlerpretation A^Evter, on aurait 

^ •6 + >^(6-2) 2/3 + 2/2 

l?32 ^64 

Mais, Tiin et Tautre de ces deux vfesoltats sont fautifs: le veritable est 

1^64 
On pourrait le tronver par ud acte de pen^tralion mentale, en obserrant qoe 
le nombre 1,52752 est la valeor de |/|; car alors on förait | = j|/|; « = |/6; 
et la formale de Newton donnerait: 

In — ,^ — ,4 — f 

^Q 1^32 ^64 

Mais rien n'enseigne, dans la regle de Newton , comment on ponrrait exe- 
coter avec certitode one teile transformation de la quantit6 qo^il designe par <. 
Ainsi, cet exemple ^tablit ineontestablement qa'il y a an vice dans cette regle, 
et il accrolt la curiosite de connoltre la soarce de son existence. Celle soarce 
ne se troäve pas clairement indiquee dans le Memoire i* Euler; mais ane 
lagere äddition qae je vais faire a son analyse, saffira poor la mettre 
en eyidence, et poar offrir en möme tems an caractere cerlain, propre a 
distingaer les cas, oü la regle de Newton doit reassir, de ceax oü eile doit 
ötre en defaut. 



§. m. 

Seit A±B le binome dont il s^agit d'extraire la racine da degre 
fi, en sapposani, que les carr^s A^, B^ sont deax nombres rationnels et entiers, 
tels qae A^>B^. Pour cela, on elablil requation 

et on regarde p comme an nombre entier ainsi qae les carrös x'^ y^. Cetle 
fonoe ane fois admise, on a necessairement les deax eqaations 

a/p 2/p 

desqaelles on lire 
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n 



Actuellement je sappose nombre entier A^ — B* decompose en ses facleurs 
Premiers; ce qui donnera 

^»-ß» = 2-.3"'.5-".7<'"'. ... 

Donc en prenant 

p = 2*.3*'.5»".7'"'. ... 

de tnaniere, qae » = a 4- 6 = a' + 6' = a" + 6" = a'" + 6'" = ...., on aura 

(^»-Ä')p = (2.3. 5 .7 . . . .)» = r». 
Les nombres entiers p et r seront par lä coonus, et en posant 

I. s = ,''[(^+ß)V] + /[(^-i?)>], 
nous avons les deux equations 

desqaelles on tire 

a: = )/(« + 2r), » = r(«-2r), 
et par consequent 

II. ;/i^A±B)^ i/(^ + 2r)±/(.^2r) ; 

2i/p 
Ainsi, Tunique condilion necessaire pour rextraction de cette racine est, que 
le nombre « seit entier. Or en examinant la forme de son expression, il 
est facile de voir, que ce nombre doit ötre une racine de Tequalion da degre » 
r6solue par Mohre. Donc en posant 

a 
'2 

ou bien 

a = 2p {A' + ß') ; 6 = p'iA' - By = r'% 

on aura, pour determiner s, Tequalion 

III. 2p{A'+B') = a"--iir\«--^+^^^?^r\ 

ce qui revient ä dire, que le nombre entier » doit ölre an des facleurs 
du nombre entier 2p{A^+ß^)\ puisque, n etant, par hypothese, un nombre 
impair, 2p(A^ + B'^) doit ötre le produit de lontes les racines de reqna- 
tion (in.). Pour deconvrir rapidement la racine qui convient a Tobjet 
acluel, on calcnlera, avec une table de Logarithmes , les deux parties de 
la valeur primitive de s, fournies par requation (I.), en ayant sein de 
faire ce calcul avec plusieurs chiffres decimales: ensuile on verra, si Tad«- 



= (^'+F)p, ^(^-b) = 2pAB, 
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dilion de ces deux nombres donne un nombre eDtier, avec une grande 
approximalion. Alors, requation (IIL) servira uniquemenl i v^rifier le 
nombre entier ainsi trouve. Ce procide est fort utile dans la pratiqoe: il 
sert aussi ä indiqaer rimpossibilite de rextraclion de la racine deniandee, 
en donnant une fraction fort eloignöe de runitö pour la somme des deox 
parlies decimales. 

Si^le degre n de la racine elait pair, requation (III.) conliendrait 
sealement des puissances paires de »: de sorte que, en admettant qo^ella 
eut des racines commensurables, on en pourrail tirer une valeur entiere 
pour S6^. Mais alors la racine de ce nombre, s'il n'est pas lui möme un 
carre parfait, ne serait pas un nombre entier; ce qui empöcherait d'avoir 
pour x^ et y^ des nombres entiers, ainsi que nous Tavons supposö. Ana- 
lytiquement parlant, les formnies (II.) et (III.) sont donc aussi applicables 
aux racines de degre pair, en modifiant convenablement Tidee primitive qu^on 
avait donnee sur les deux quantites designees par x et y. L'analyse detruit 
toujours les limitations qui ne sont pas inherentes a la natura intime de la 
queslion. Au reste nous continuons rbypothese, que n soiC impair; parceque 
ce cas est le seul qui fait le snjet de la regle de Newton sur laquelle porte 
cette discussion. 

§. IV. 

Cela pose, voyons quelle est la connexion qui exisle entre les equa- 
tions (IL) et (III.) et ia regle donnee par Newton. A cet effet, seit 

Äi/p^AÄ'p)^i(qr)-^qny 

et regardons le nombre entier q commo le plus grand diviseur commen- 
surable de la quantite A^p; le nombre entier f est un autre nombre tout- 
a-fait determine par cetle mdme condition. Rien n^empdche d^introduire ce 
nombre dans le second membre de requation (11.), en ecrivant: 

Maintenant si Ton fait 
oa pourra ecrire 

IV. y(^±F; = I^-i»^^. 

La forme de cette formale coincide avec celle de TiewtoUf ainsi que la 
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forme de la qoantite representee par S. Mais on ne voit pas eneore, qo^on 
puisae en dire autant a Tdgard de la qaaolitö designee par T. Cependant, 
si ron fait poor an momenl 



il viendra 



et 



UV = y{{A' - BJf) = H^r^) = r'. 



On a doDC 



- 1 l/f P+T+'- 'j _ V± 



r •"'+7i? 



L'exprearion de T^ ainai ecrite, devient conforme k 1% rigle de Newton; et 
ai Tod veat rendre la eolncidence parfaite, on fera 

ce qni donne 

Voili comment la formale (II.) peul ötre transformöe dans la formale (IV.)t 
en y regardant les qaantitös S et 7 connae dötermin^es par les ^aations 

Mais si cela est vrai et toojonrs vrai, analyti^ement pas, il n^est pas egale- 
ment vrai d'en conclore que, iootes les fois qoe IJextraction de la racine est 
possible, on doit remplacer T par la valenr rationnelle qne cette quantite 
admet im mtmerii integris proximis. Car en revenant a son expression primi- 
tive, soQS la forme 

on concoit, qo'ane teile Substitution ne peut 6lre legitime, qu"^ Tegard 
des cas particuliers dans lesquels la quantiti —^ — sera le carrö d*on 
nombre entier pair. H6me dans les cas non moins particuliers, oü Ton 
aurait -^ — ^a^"^ ®* P*** consequent I'=ogi on ne ponrrait recon- 
noltre la ralionnalile de cette qoanlite, en la calcolant par la formale (V.) 
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de Newton, »i ce n^est dans le cas fort simple ou Ton aorait 

S *' 

Cest prMsement ce qai arrive dans Texemple VCÖy'ö+ll) cite par 
Euler; oi Ton a s = 6; r « 2; 5^5.]/8 = 10/10; /= 10, et par 

coo86quent ~7~ = 7a==^* M^>^ d^ii^ ^^ second exemple d*Euter; savoir 

J/(139. 1/3+91. j/7), 
ou Ton a is = 10; r = 2; 139 ^3. )/32 « 139.4^/6; /=^6; et par con- 

s^quent ~7~='~s~ = x^ '^ '''^^^^ ^^ Newton doit £lre en d6faat, pais- 

que la substitutioii de la valeur de ^}fi in ninnerii hUegrii . proximii enleve 
a ce norobre le caractere d'irrationnalit6 qai loi est inherent, et qa'il doit 
coDserver dans la racine cbercli^. De \k nons concloons^ que la rigle de 
Newton est faiitive en ce sens, qu'elle exige trois conditions la on nne 
seule suffit; savoir: l^ que le nombre a seit entier; 2^ que le nombre 

"^^ seit an carre ; 3''. que ce carre seit celui d'un nombre entier pair. 

La reunion de ces trois conditions existe dans les trois exeroples choisis par 
Newton. Mais il est dimontr6 par Tanalyse que je viens d^exposer, que la 
seconde et la troisiöme ne saaraient itre admises en g6niral : et il y a effective- 
ment une foule de cas ou Teztraction de la racine est possible sans qu'elles 
soient remplies. Euler avait donc raison de parier de cette regle, comme 
d^une regle ,^atis complicatae et analyeeos prmdpih admodum adtenatUii,^^ 
et d'affirmer en outre qu'elle a un vice ,,quod in i$to negotio maximum e$tj 
ut saepe numero rculieem eeram, et si talis in forma hinomia dalur, non ex* 
hibeat/^ D'ailleurs ce probleme ne pouvait ^tre completement risolu sans 
associer a la formale (II.) r^quation (III.)* et sur ce point il n^y a aucun 
indice dans la regle de Newton. Celle möme regle se trouve accompagnee 
d^une assez longue Note dans la traduction franf aise de raritbmetique uni- 
verselle publiee en 1802 par Hr. Noel Beaudeux; mais rien n^y indique 
Texistance de robjection faite par Euler (Voyez pages 116 — 121 da second 
volume de cette traduction). 

Turin le 10. Decembre 1836. 
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21. 

Note sur le passage qui termine le 8* 8. du Memoire 
de Mr. Plana, impriine dans le voL 17. 



JCjd reflechissant de nouveau sof ce passage , j'ai acquis la conviction, qae 
la fraction continue de Brounker ponvait effectivement Mre regardie comme 
one transformalion immediale de la factorielle de WaUie. Je vais faire voir 
de quelle maoiere on peul meltre en evidence la connexion intime qui existe 

4 
enlre ces deox expressions de la m£me transcendante numeriqQe — • 

Quelle que seit la methode imaginee par Bromnker: d^apres les idees 
i*Euler, publiees en 1739 dans un de ses Memoires qui fait parlie da tome XI. 
des anciens Commenlarii de TAcademie de St. Pelersbourg, sa fraction continne 
n^aurait pas ele trouvee a priori, mais presque a son insa, et comnio une 
consequence forcee d'un procede particulier sur lequel il elail tombe par la 
soite de ses meditations. Euler a mdme conjecture, avec assez de raison, 
qu'il avait devine la methode ainsi rencontree par Brounker; mais il fant 
avouer, que la probabilite d'une teile divination semble en quelqne sorte 
infirmee par la complication des transformations a travers lesquelles il parvient 
a ce resultat. Cependant, la methode i* Euler est susceptible d'ilre simplifide 
en la pesentant de la maniere suivanle. 

Reprenons les equatious 

a^dx 1.3.5.7.,..2f — 1 n 



J. 



u »'(l-»') 2. 4.6.8... .2« 2 

•• »w+'dx 2.4.6.8.. ..2t 



,, r'(l-ar') 3.5.7.9....2i4-i ' 

eitles dans le $. 8. : en les multipKant on obtieot 

Jo •(l-x*) Jn /(l-a»') ~ 2(2t + 4)* 

Par la natnre de ces limites, ils est permis de remplacer x par x* : alors, en 
faisant p = >i(2i+l), on a 






2np 
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Pour Qn aulre exposant p', oq a de mioie 

/(I-^^DVo /(!-«»") "" 2np'* 

Donc en divisant ces deux dernieres eqoations, on aora 

■ n x^^dx ' p x^^^^dx "" p' ' 
Cela posö, 81 Ton fait/y'=p + 2r; 

et par conaeqnent, 

•(«— «»•) 



A/'+«) =ip+ar) 



y-1 gj>H^— i,jag ^ 
u •(1-«»») 

requation (£.) reviendra ä dire, qae 

/(P) /(p-fw) ^ P 
p-|-2r— « p + 2r p+2r' 

ou bien, que 

^- M-nP'i-n) = p(p+2r-ii). 

Cetie equation anx diff6rences finies ezprime la propriitö caracteristique 
des fonctions de py qni seraient 6vala6es par le second membre de re- 
quation (ß.). 

Maintenant, si Ton fait »=:2 et r=l, od aara 

^- /C j>) = P ' j Tä^fzr ' 

Ces deox eqaations etaient coonoes par WaUi$ et Brounker. Le premic^ y 
voyait un moyea de faire dependre la valear de f{p) d*ane fonction semblable 
00 Texposant p serait agrandi ä yolonte. Ppor cela, il saßt de changer p 
en p + 2, p+4, p+6^ p+B, etc.; ce qni donne 



np)'np+ 2) = p'; 

rO»+4).Ai'+ 6) = (p+4)»; 
Ap+8).A(p+10) = (p+8)'; 
etc. 



Ap+ 2).A;»+ 4) = (/,+ 2)'; 

ApH- 6).Ap+ 8) = (P+ 6)»; 
/'(;»+10).Ap+12) = 0»+10)'; 

etc. 
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Or, en divisant le prodait des eqaations qni sont k gaache par le prodoit de 
Celles qiii sont plac^es & la droite, il vieodra 

/(p)./(P+4«+2) = p •cp+2)*(p+6)*(p+l0)*....(p+4i-2)«* 

Hais , le rapport des deox integrales qa*on voit dans le seoond membre de 
r^ation (fi'.) est d^aatant plos approchant de i^nnitö qne le nombre p est 
plus grand. Dono en snpposant le nombre % infiniment grand, T^aation (ß.) 
donnere 

/'(p4-4i+2) = p+41+2. 

De Sorte qn^on peut ecrire 

f(„. _ „, (p+4)'(p+8)'(p+12)*....(>+4Q' i 

'^^' ~ ^ *(p+2)'(p+6)''(p + 10y....ö»+4i--2)** p+4i+a ' 

ponrvQ qne * seit infiniment grand. Cette condition entraine avec eile la 
facaltö de poavoir faire 

P+4« _ 
p+4i4.2 - »♦ 

et alors on öcrit 

W f(„^ _ „« 0>+4)*Cp+8)»(p4-<2)«....»-H4t-2y.0>+4») 

"' '^^^ - P ' cp+2)»(p+6y(p+ioy....(p+4i-2)' 

Teile est la faotorielle par laqnelle FToffw ivalnait le rapport des denz 
integrales qu^on voit dans le second membre de r^quation (B*.). Dans le 

cas particQÜer de ^=»2, on a 

y'^ x*dx 
•(!-«? «) _ 2 _ 2 _ 4 . 

*• . p xdn ~ p d.x' ~ /•• dx ~ n ' 

et par cons^qnent 

± - a« 6M0M4M8'....(4t-a)«.(4t + 2) 
n ~ ^ '4\ 8M2M6' .....(4t)' ' 

on bien 

± = 2» 8*.5'.7*.9*....(2t-l)*.(2t+l) 

f$ 2 «4 »6 »o •••• C'^v 

Admettoiis, qoe, Braunker en exaroiDant de son cöle requatioa (£'^) ait eu 
Tidee de faire 

La Substitution de ces valeurs change requation (E".) en eelle-ci: 

E". V(p)V(P+2)-(p-l)V(p)-(P+l)V0'+2)-l = 0. 
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Aclodlemenl si Ton fatt ici: 

on trouvera 

-».V'(p)¥^(p+2)+Ä^+iSr(p-8)v/(p)+Jir(p+3)V''(p+2) « 0. 

Le coftfficient K itant encore indMerminö, il est permis de faire JSr«s9; ce 
qui revient a dire^ qa^en posant 

röqoation (JE^'^) ae chaDge en celle-ci: 
Hainlenant, si Ton fait ici 

00 trooTera qall convient de prendre JT = 25. De sorte qae, en posaiit 

V/(p) = 20,-1)+^, V^(p+2) = 2(p+l)+^,^, 
OD aiira 

Fear passer de cette iqoation a la soivante, on y fera 

ce qui donnera 

Sans coDtinaer pIns loin ce detail, il doit £lre clair, qne les transformies 
snceessives s'obtiennent,' en faisant 

II est par la demontre^ qne l'eqnation 

AP).AP + 2) =: P' 

pent £tre satisfaite par une approximation ind^finie, en posant 

et remplacant successiveroent yf{p\ y^'ip)^ V^^ip) ^t<^* P^ i^ws valenrs d£- 
duites de la formale 

De cette maniere, il est manifeste, qo'on obtient 
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B. /(p) = (p-l) + _J 



2(p-i) + — 



2(P-1) + -^ 






2(P *) + 2(p-l) + eto. 



4 
Teile est la formule, qai, en y faisant/i = 2, donne pour — la fraction 

continoe de Brounker. 

Suivant ceUe analyse, le point de depart de Wallis et de Brounker 
aarait ete le roöme: Tun et Taulre ont eo poor but de resoodre par approxi«- 
malion reqoalion 

le premier y parvenait a Taide de la faclorielle {W.)^ le second a Taide 
de la fraction continae {B".) Newton, aa contraire, resolvait le mönie 
Probleme par le developpement des radicaax qu^on voit dans le second membre 
de requation (F.). 

Cette analyse prouve aussi, qne Topinion de Lagrange rappelee i la 
fin du §. 8. est exacte: mais, pour «Ire juste, il ne faut pas dire, que WallU 
avait reellement demontre, que le produit des deux fractions continues 

fip) = (P-l) + 2^Z^oto.' 

doit ötre egal a p^. Euler eile ce lerome de Wallis en ajoulant ,,cujus eerj- 
tatem per inducHonem saUs confirmat, sed, quod caput est; analysin non ajfert, 
qua ad hoc theorema sit pereentum/^ (Voyez page 101 du tome IX. des 
anciens CommentarU de 1 Academie de St. Petersbourg.) La methode prec6- 
dente donnerait egalement la fraction continue qui satisfait ä requation (£'.). 
Pour cela, on y fera d^abord 

ce qui donnere 

G. tpip).H^(p+n)-{p+r-n)tp{p)-(p + r)yj{p+n)-H = 0. 

Cela pose, on obtiendra les transformees successives de celle equation en 
faisant 
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Donc. en posant pour plus de simpliclle 
il viendra 



F 



2^ + -^^^- 



2!?+o^ 



//(3) 



2<7-f etc. 

Si on voulail exprinier en faclorielles le rapporl de ces deux integrales, il 
suffirait d*y appliquer les formnles que j'ai donnees au commoncement 
du §. 1(). 

Turin le 26. Jan vier 1837. 



Dans le lome 2. des T^ota Arfn de PAcademie de St. Petersbourg, 
Knier a emis (Voyez page 43) une opinion toul-a-fail differenle sur Tobjel 
dont il est ici quostlon. Suivant ceUe nianif»re de voir il faul admeltre: 
1". que Bromiker a pris pour point de depart la serie 1 — .[ + A "" ^^^c- 
trouvee par Greaonj avanl Lcilnnlz: 2 . qu'il a eu Tidee d'etablir cette 

suite d'equalions \- ^ i — ■- ; ,- = 1 — .1 +-;--• "r ~' 1 ~ 1 + 4 — j — '^ 

* 4 /!(,) 4 -^ A^n 4 •* ' '^ .4(3) 



;r 



— - 1 __ T. J. I 



i J- 



1 



^ ' ^(*) 



- : cle. : lesquelles reviennenl ä dire, que 



* yii j . — ~^ ~ ■ ■ ■ ". 



^O) — " 



7^1(4) 



-ilf^l ^^^ 



9 J^',| 



-4(., " in; • • • • Au) ~ \- ---"^ -r-r<i '^ • 'I"" i^ Iransiorme ces 

9 ^ 25 

dernieres equalions en celles-ci: A^^ = 3 + — 5-; .4^) = 5 + -r-^"- — ^ 

Crcllb'fc? Journal d. M. Bd. XVII. Uft. 4. 45 
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^(») = 2// +1 + -J — ^zrW"^^ ^^'" pose, en parlant de la premiere 

n 1 

equation -^ ^^"'j"^ ^'^ aurait, par relimination successive de ^(d, 

j%.i^\m etc. ! 



4 3., j» 



2+ ^' 



2 + etc. 

Mais ce resultat etant la dilTerence cntrc Tunite et une fraction, n'a pas 
paru ä Bronnker assez elegant, et il faut accorder; 4". qiril a eu Tidee de 



.T . i 



transformer requation ;r = 1 — /— n <-*» 

4 Ar 



n _ 1 



afin d'obtenir par la inc^mü eliminalion: 

n _ \ 



2-1 



^ 2 + etc. 

Or je demande s'il est naturel de croire. que Bronnker ait suivi un procede 
aussi facile a executer qu'il etoit difGcile a imaginer, ä une epoque, oü, 
chaque Operation du calcui etoit suggeree par des considerations etrangeres 
a la puissance des transformalions purement analytiques? L'explication prece- 
dente, quoique plus transcendante^ me parait plus probable. 
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22. 

Älemoire sur Pexpression analytiquc de la surface 
totale de rcllipsoidc dout les (rois axes sont inegaux; 
et sur revaluafion de la surface d^une voute syin- 
luetrique, a la Imse rectangulaire, retranchee dans 

la iiioitie du meine ellipsoide. 

(Par Mr. J. Plann ä Turin.) 

§1. 
J^oil 

«' + //' ^ r* 

Tequation de In surface de rcilipsoidc. I/expression de Tairo comprisc enlre 
des limites donnücs scra, cominc on sait, fournie pnr la double iiilcgrale 

s=//.w,/[.+(;])V(5)']. 

Donc, en substiluanl pour \/,)^. ( V ) \oi\vs valcurs delcrminecs par iV'ujua- 
tion (1.)., cf faisant pour plus de simplicile 



(i b 

il viendra 



2. 






1/ _ 



Acluellemenl, si Ton fail z---c.cosÖ, requalion (1.) scra salislaile cn prenant 

X - - a . siu Ö sin (p. y ^ b. sin Ocos (p. 

L'angle elanl conslaiil. on poiit considercr ccs oxpressions de jt, y coinme 
les coordonnees de Tellipse forniee par la seclion de follipsoide par un plan 
parallele a celiii des .r, /y, mene a la hauleur /;.cosö. Mais en inlrodnisanl 
les deux nouvelles variables independanles el (/ a la place de j\ y, il 
faudra^ conformemenl au prineipe relalif ä la Iraiisformalion des inlegrales 

15 * 
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donbles. remplacer rix dt/ par 

ce qui doiine 

3, S = ahjfrin riO sin . , \ l-PsuvO, 

en posant pour plus de simplicite 

' = i)sin" Y -rfCOS(f. 

§. H. 

Si Ton veiil expliquer geomrlriquemunl. ä quoi rcvient celle trans- 
formalion. il faul ohserver. que le? expressions precec!o-i!es de ,r, y donncnt 

4. fß = j-. vo[(f : 

de Sorte qu'on peul regarder celle equalion comme celle d'un plan coupant 
rellipsoide mene par l'axe des 5. L'auijie y est conslant pour lous les points 
de lelüpse tracee sur l'elllpsoide par un de ces plans coupans: niais Tangie 

y varie depuis ^ 0. jusqu'a -= \ (en considerant seulemenl les ordonnees z 

positives). 

Imai^iiions maintenant deux seelions semblables qui comprennent un 
angle infininienl pelit (hf . Pour passer de la premiere seclion a la seconde 
Sans faire changer Tabscisse j\ il faudra difl'erenlier requation 1^4. i par rapport 
a y el (f: ce qui donne 



ou bien 



, h dip 

du — —hd(f' 



eu remplayant x par sa valtur a sinÖ^iuf/. 

En demeurant sur la memo seclion. un passe d*un point au point 
infinimenl proche, en laissanl (f conslant el dilferenlianl requation (4.) par 
rapport a x. y. Done, en designanl par d'y ce second accroissemenl de y, 
pour le distinguer du pren»ier, requation ;4.) donnera 

du = rf,r.col</. 

D'un aulre cole, lequalion y = hsmOcoicf donne d'y = bdOcosOcos^: parlant 
on a lequalion 

bdff cos cos <i = - dx,coi<f. 
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de laquellc on tire 

fix = ad$cos0.s\n(p, 

Cela pose, il est clair. que le produit 

dxdii = 6 rfrf \ X a dO cos ö sin (c 

^ ' sin ff '^ 

donne Taire du parallelogrunime inrmiment petit compris entrc les deux sections 
menees par Taxe des z*. A la verite. Tinclinaison des deux coles qui fönt 
Tangle differenliel d(p empecliorait de regarder ce quadrilatere comme un 
Parallelogramme: c'est un veritable trapeze. Mais, la difference de cos deux 
surfaces tombe sur les qnantites du troisieme ordre«) est on doil la negiiger. 
conformement au veritable cspril du Calcul difl'erenliel. 

§. 111. 
D'apres celte cxplicalion on conQoit, que Tinlcgrale 

7 

a b d(f I r/Ö sin ö 1 1 1 — /^ sin* Ö ), 

exccutee en regardant fanglerf' comme conslant, donnera Taire de Tonglel 
difl'erenliel forme par deux plans menes par Taxe des z^ faisanl entr'eux 
Tangle infinimenl petil d<f. La surface de cet onglel dilTerenliel peut elre 
exprimee par un logarithme. Mais si on demande Taire d*un onglet fini 
comprise entre deux plans dont les equalions sont 

y = ~a-col</), ij-^ -^-.rcolr/^ , 

il faudra evaluer la double integrale 

-? 

ah r iht I ' f/Ö . siH ÜSkX-P sin' Ö .. 

§. IV. 
Maintenant, si Ton con^oit deux sections infiniment voisines faites dans 
Tellipsoide par deux plans paralleles, perpendiculaires ä Taxe des c<^ la sur- 
face de la Zone comprise entre ces deux plans sera exprimee par 

4rtft.rfÖsinö/ S/r/nl-Psin-Ö). 
Or eo posant 

on a 

l-/'siVÖ = (l-rsin'Ö)(l-c^sm'9)) = (l-t)^sin'öj(l-c'sin'y.). 



348 22. Plana, ttote sur la surface de Vellipsoide. 

Donc, Taire de la zone elemcntaire s.era exprimee par 

4a6.rfÖsinö) (1 —rsmO) 1 d((>\K\ — c'^sin^y), 
si (3'^>*'; et par 

.T 

4aft.rfÖsinö|(l— ()*sirrÖ) / r/y](l—c'- sin -</>), 

si (y'<£l 

II suit de lä que. pour avoir Taire d'une zone finie comprise entre deux 
plans donl les equalions seraient s-=c.cosö', s = c.cosö", il faudrait evaluer 
Tunc ou Taulre de ces deux integrales doubles; savoir 

T 

rfösin ö ) 1 1 — h' sin" Ö) . / rfy |h 1 — c^ sin^ ip) ; 



n 



Aal) r des\xidi\\-dU\\vO). f^(i<r\[i-c'^sin-<p\ 

§. V. 

LorsquMl est question de la surface totale de Tellipsoide, le probleme 
consiste dans Tevaluation de la double integrale, 

n p 

5. S' = 8ab f^ f^ d(pdOsmOul-Psin-O). 

Legendre a demonlre le premier que cetle integration pouvait toujours 
etre executee par les transcendantes elliptiques de premiere et de seconde 
espece. La simplicite de ce beau resultat fait un contrasle frappant avec la 
coraplicalion des moyens de Solution eniployes par Lcgeudre: mais, dans Tetat 
acluel de la science, il n*est pas difficiie de tirer de Touvragc nieme de ce 
grand geometre une Solution qui nie parait i:oaucoup plus simple. Voici 
cominent. 

Supposons d'abord, qu'il soit question de determiner la double integrale 



y n 



6. V = Sab/^f^ ri(p dO . m sin Ö i \ 1 - P . «i- sin' ö), 

* 

oü m est un parainetre pris arbitrairemenf. Si Ton avoit la valeur de V, 
il suffirait d'y faire m = 1 pour en conclure celle de S\ Or il est evi- 
dent que la fonction de fn^ ainsi designee par Vy doit donner T = en 

y faisant m = 0: et qu'en faisanl de meme ;/< = dans son coefficient 

dV 
differentiel -, -, on doit avoir 

dtn 
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dV /*2" ri 

y-=^8ab/ ilw / dOsme^Anab, 

dm J !i ^ J (I 

Donc, s'il etait possible de former une equalion par la combinaison des 
coefiicieus differentiels de la fonction \% on aurait ramene la queslion a rinte- 
gration d'une equation diiTerentielle: ce qui peut ätro plus au moins difficile, 
suivant la forme de cette equation. 

Si rintegration sera possible, les deux conditions dont nous venons 
de parier serviront a la determination des constantes arbitraires. 

§. VI. 
Cela pose, si Ton fait 

U = ,X;/r~Pw*sin'ö), 
on oblient 

dV _ m—2m^P^m'0 



dm U 

iPF _ \-6m'PHin'0 m\i-2m 'PBin' 0) 

^ u ~ 



dm' 



L 



fi 



De lä on tire, 



1 dU i d'U 4f/iPsin'Ö , m(l -2P//»^8in'6?)' 



m^ dm m dm^ U ' U* 

_ 4i/i'P8in'^(l -Pm'8in ' ») + y/<i — 2Pm*8in'0)\ 



c'est-ä-dire 



ou bien 



7. 





i dV i d'U 


m 




»«' dm m dm^ 


t/^' 


1 


dV 1 dT 


i 



En multipliant les deux membres de celtc cquations par dOsinO et integrant 
ensuile depuis ö = jusqu'ä ö = -^ on a 



—7 I -1-dO Sind / --,rfösinö = — ^ / 

m\/ i) dm . mj o dm m J u 



71 

2 



dO^ixiO 



Or on sait. que 



(I-Pw'sin'ö)* 



/dx X 



parlant il est clair, que 



/ 



rr 
2' 



ddiimO 



\ 



(l-P//*^8in'ö)* 1-^^' 
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On a donc celte equation: 

^ 1 n dU .^ . ^ 1 r^^dHI,^ . . 1 

tn J I) dm m J d dm m (1 —rmj 

Actuellement, si Ton multiplie par d(p les deux membres de cette equation, 
et qu'on prenne ensuile Tinlegrale depuis (p = jusqu'a y = — , on aura 

-¥ I d(p I -,~r/Ösinö / dir 1 -^—r^dOsinO = -^ / - — ^ 



wr »/ u '»/ ww //<*y «) '■:./ (, am m u o i — Pm' 

Mais nous avons 

dqi 



f J^ - f 

= 1 f 2d<p 



l-^(^'+O+^-(5'-Oc08V 



2 ^ ' ^ ' 2 
De lä on tire, d'apres une fonnule connue. 



n 



c'esl-ä-dire 



f^_df n 

y o 1 - P«r - 2 ^^ _ |! (.5' -i- *'))' - '|1 (3» - *')•] ' 



71 



y^^ ^y j! 



De Sorte que, en posaiil pour plus de simplicite 
on a' 



T n 



9. / dcp I -r— rfösinö — w/ rfo? / t— s^ösmö = »t^- 

En multipliant les deux membres de celle equation par 8 a 6^ on voit, par 
Ic rapprochement de requalion (6.). que la fonclion de m desig'uee par 
T' donne 

.^ dV d^V 4nab 
dm dm ^Q 

L'integrale complete de celte equation lineaire est 

dm J m^\^Q 

Pour determiner la constante arbitraire C, je remarque, qu'en developpe- 
ment Q'^, on a 

(?-i = i + ':;l(cy^ + ,^) + elc. 
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partant nous avons 

^ = mC+4;ia6-27iaÄm'((f' + e') + elc. 
D'on aotre cdte la formule (6.) donne 

dV 



= 86 r^ n ^<*^»iP^0-2^'^gip'^) 



dm 

d'oü Fpo tire en developpant: 

n n n n 

^ :=^Sahf^f^d'pde$me'-Sab.lm^f^f^d(pdBP,fiü^e'\'^\c. 
Mais OD a 

et |>ar consdqoent 

Clfft 

DoDc on doit faire C = 0, ce qui donne 

am J wr iQ 

U snit de la, qoe 

V^-Anahfmdmf^^-2nabfdm^f^, 
ou bien 

12. K=-2.-.«6[„'/^-/7?]- 
£n differenüant Texpression de — ^ et prenant ensuite Tintegrale, on obtient 

Doac reqoaüon (12.) est equivalente ä celle-ci: 

Je n'ajonte point de constante arbitraire, puisqne la Conction Y doit devenir 
nulle en y faisant m = 0: mais, poor plus de clarte, j'ecrirai 

Haintenant, si Ton fait dans cette formale m = 1 , on aura ponr la valeur 
eherchöe de S': 

OreUe^B Jonroftl d. M. Bd. XVU. Hft. 4. 46 
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§.VII. 

Les excentricitds d, b de reilipsolde elant des qttanUtes ploB petttes 
qoe Tunite, on pent faire dm^^simp: alors on a 



'Lq 



Cette expression aura la forme re^ise, si d>i: mala si on avait J<CV 
Od ferait m€==sinyj; ce qai donnerait 






Ainsi, OD sopposant J>>e/.8i reo fait 

-y =s sinr; d = sinco, 
la formale (14.) donne 

15. S' = 27ia6|/((l-6^(l-(r)) 

et en soppoaant J<C€^ si Ton fait 

— = sinr, c^ssino)^ 

la m£me formale (14.) donne 

16. S' - 2nahi{{\-e){\-9^) 

2nab r f dt/ß ^ /**■» siB*yd» 1 

"^ « lyo •(l-sin^T.siB» Vü y'Cl-ain'T.ain^J* 

DoDC en faisant, conformöment ä la nolation de Legenäre: 

Jo •(!— sin'r.sin» ^ ^(^^^)» 
/ rf^y(l— sin^T.sinv^) = jB(T,ai); 
et se rappelant, que 

•/ü y(l — sm'f.wn'v) 8in*T*-v^ ^ '^ /^ ' ^•'' 
on röduira les formales (15.) et (16.) a cette forme: 

17. S\^ 2nab^{{i-i'){t-6^))+^[{i-ä^P^^^ 

18. S' = 27iaAy((l-0(l-^))+^[(l-0^(^.«^) + «'JB(^ 
Jel est le röaaltat troove par Legenäre, 
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ToQtefois oa ne doit pa^ perdre de Tue, quo la formale (14.) e 
Tavaiitage de coroprendre les deox cas dans la inöme expression: ce qui pent 
£tre Qtile dans d'antres recherchea. 

§. Via 

S'il etait qoestion d'avoir la aarface de rellipsolde par nne serie 
regoMere ordomiöe suivant les poiasances et les prodoils de dem excen- 
tricit^a, il vaudrait mieüx revenir a la foraiole (5.) laquelle, en y döve- 
loppant le riBidical ]^(1— Paia^tf), et obaervaiit, qne 

donne d^abord 

n 

Or il est facile d'avoir la loi' de Tintegrale definie 

i r«ide d*an theoröme d*£W£sr. En effet, od a 

= i[(<^+«)'+(<J-«)'-3(«>+«) {d -e)co889], 
ou bien 



€ela pose ai Ion fait poar plus de aimplicitö 



a = 



il viendra 

iE ■ * ' .' 

y^'dyP- = i(i+l)y;*2rfy[l + a'-2acö889)]% 

ou bien 

if 

f^\dvP- - j(^)y;rfy[l+ii'-2acos9r. 

Donc en ävalnant cette integrale par la formule donn^e par Euler dans 
la page 210 du tome IV. de aon Calcnl integral, on aura 

4 1 « 2 I /«»(«•— *)V 4 

l+m\a^ + (^- g' ' ) a* 

+V 2.3.4 ^/ 

+ elo. 
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En designant par A^„^) le polyßome compris entre les parentheses on ecrira 

Cela pose la serie precedente donne 

20. S' = 4nab[i^^{^)\,^^(^^ 

§ IX. 

Avant de terminer la tbeorie de la snrface entiere de Tellipsolde, je 
ferai observer, que, analytiquement parlanl, la m^lhode employöe par Le- 
gendre, consiste a faire 

im Ay B designent deux qaantites constantes; e\ u^ %p les deax nouvelles 
variables independantes. Ges expressions donnent 

(-57)= ^««V'; (-jf)= t-tö^-It)""*'^' 

Donc la fonction 

■ '-<'4(^)(^)-(^)(^)]. 

qai doit remplacer dxdy^ sera 

De Sorte qae ]a formale (2.) donne 




• («•-^•) [/ Vi- "'y» --gL.c„.-^^cos' 



on bien, en rempla^ant Tunite par sir yz+cos^v^: 



«-l# 






Jusqu'ici rien ne determine les deux constanles A et B. Donc on pent 
les prendre telles qn'on ait 

ce qui offre Tavantage de pouvoir separer en deux factenrs, dependants 
chacun d'une senle variable, la fonction soumise an radical. 
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Ces deux dernieres equations donnent 
partant Texpression precedente de S devient, 




on bien 

Gette forimile, ainsi troavee a priori , s'accörde avec celle qae Legendr e 
coDSlrait par la consideration jdds deux systemes des lignes de plus grande 
et de plas petite coorbare qni divisent en petita qnadrilateres carvilignes 
la sorface de I'eliipsolde et Tellipse principale qui en est la projection. 

En prenant u=^Äy u^a; ^s=:0, ^^=^77 pour les liroites de la 
double Integration, Legendre a tir^ de la le resnltat donni dans le §. YIL: 
mais en traversant des difficaltes, qui ne sauraient ötre surmontees saus 
une profonde connaissance de la theorie des trois transcendantes eiliptiques. 

§. X. 

Imaginons un plan parallele au plan des x!s mene a une distance 
M de ce dernier. Sur lous les points de Tellipse resultante de Tinter- 
section de Tdlipsolde par ce plan, on a 

M = bsinOco\(p. 
Comnie M<Cb; si Ton fait M^b cosco (saus avoir egard a la signiCca- 
tion attribuee precedemment a la lettre oi), on aura 

. ^ cos Ol 

C089> 

Donc, coiiformement a la remarqae faite dans le §. III., Tintegrale 

abdcp fj de sine y (4 -Psin'ö), 

prise de roaniere que sin0 soil reuipiace apres Tintegration par 



356 ^2. Plann: ^ur Ja Murface de 

donnera Taire comprise sor rellipsolde entre deox plans iafiniment vofeins, 
menös par Taxe des » et le plan men^ a la distance M da plan des x, z. 
Ponr plus de clarte nons ferons 

21. sin^y = «»"• 



et alors, cette aire elömentaire sera exprimee par 

abd(pf^dBAxkei{\ -P sin' if). 
Donc en intögrant cette aire enlre les limites 9 = 0, tp^tOy on aara 

poor i'aire terminee snr Tellipsolde par le plan de y«^ par le plan menö 
a la distance H da plan t^ x% ^\ le plan rnen^ par Taxe des % et le 
point oü le second de ces plans coope rellipse principale dont reqaation 

est- + ^ - 1 

De Sorte qae Al represente Taire projettee dans le triangle GOU 
(Taf. ni. Fig. 13.). Effect! vement, si noas nommons iV Tabscisse OK » QH^ 
noas avons 

tangÄOÄ = jy = — -j^: 

mais reqaation -xr-+-^ = * ^^vlh^ JV=asinai; partant, tangJ70ir = 
— cotco; ce qoi s^accorde ayec Töqaation (4.). 

Par nn raisonnement tout-a-fait semblable en verra, qo^en posant 



on a 



23. 


sin«"« r*, 

8UI9 ^ 


/^2 


/••" _ . _ 



poor Taire projettee dans le triangle OHK. Donc en nominant A = A^-^-A" 
Faire projettee dans le reetangle GHOK, on aora 

33. A = a6y^%/['i»sind8inö|/(l-Pain»«) 

+ab fjdqtf^ de sine ya -Pfin»^. 
Cela posi nons allons chercber Texpression' ie A par les series. 
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8. XL 

D'abord aou» avons 



A = ab/ dqil , ., 



91 



( 2.4.6 y« 
Or on •: 

f^dßi^a =l-co8«'(t + f8ln»tf') = f-co8tf'A(8inöO; 
/>8ln'* . |^-co8<|^+ A8ia'^4-i3ln*0 

2 4 

2.4«6 M m i • M\ 

DoDC en substUiiaBt ces valenrs il viendra 
'irJA/JdvcoB&[^Pn{sin6r)+^Ff^^^^ 

JE 

+a6/;,'d9)cosr [^PA(9inr)+ i^ 
D*apres la fomiiile (21.) on a 

donc en faisant aioy == sincd-siny^ noos aarons 
L'iqaaUoD (22.) don|ie 
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n 



donc en faisant costp = cosoi.cosv^' on aura 



n 



/ dipcosO = cos' 01/ -s — t ^ f .^ = -TT (1 — fiinoi). 
II sait de la qae noas avons 
A = yafiCsincü+coso;-'!) 



»I 



n 

oä Ton a fait poor plas de simplicile 

P = cr8in'cüsin>+€'[l -sin'a/ sin>] =«^ + ((^-6') sin'cü 8in>; 

WT, 2 1 008*10 

^ — ö" + .0-- 



3 3 *1— Bin'wsinV^ 

"" 3.5 "^15'!— 8m'«8mV + y\l~8in««8inV?' 
f/'"— '^•^'^ ^ 008* ft> 6 008*0; 1 eosV 

"' 3:57 "*■ i5 ' 1 ~8in*«ßinV "^ 35 ' (1— sin'« Bin»" "^ T ' (1— «n*« »in»'' 

etc. ; 

TP 2 1 Bin"« 

^ = 3 + "313 



oos*Meo8*v^^ 

rrt 2.4 4 ßin'« 1 sin*« 

^1 — Q~^ "T TT'j — rrrr-— r7-J+-^" 



3 . 5 ^15 1— 008*« 008 V "5^ ' (1— 008*»C08' VO' ' 

,,,;, 2.4,6 8 BJn'ft» 6 sm^w . 1 8m* <i» 

^^ "■ 3.5.7+15'l-0O8*lü008V 35*1— 008'W008>0' 7\l~co8'«oöiW^ 

etc. 

Ponr simplifier cette expression de A, j'observe qu'actoellemeiit, 
rien n^empeche d'y' reipplacer tp et tp'^ par (p- Alors, eo posant 

Q' = €*+ (^ - «*) sin' öl sin' y, 
ß"= (r+(e'--c>')cos'a;cos>, 
R' = 1 — sin'cö sin' 9, 
Ä"= 1 — cos' CO cos' y , 
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il viendra 



1 r>' f 1 X 1 ifüi^l 

2 " ts "'' 3 • Ä' J 
Dt 1 1^ 1.1 /j/a 12.4 , 4 cos» « j^ 1 cos* «#1 

lt. 1.1.3 y^y, [ 2.4.6 , 8 cos*» , 6 <«»*<" i 1 eo8*w l| 
T2.4;6^ 13:6.7 + 16" Ä' ■*^35' Ä" t' 7 '^F^J' 

T^ IT + TTF-J 

^?j •. 1_i_*'*/»/«P.* 1 4 8iD*»> , 1 sin» to i f 

Ji.a6coB^u>r^^^J^^^ 11:6+ 15-S^ +T- Ä^J \. 

*'» " \ , 1.1.3 ^^y, [2.4.6 , 8 MS*« , 6 sin^«» , 1 e^a^anf 

"^ 2A.ii^ Jl3 6.7"ri3* R" "*" 36*'R'^"*' 7 *"ß^J^ 

Oa peilt regarder oette formale /comme oompos^ de trois suites infioie«. 
Dans le $• VIIL dous avona doDD^ la formule propre h iategrer las diff^ 
reoB termes de 1^ premidres je yate faire ?<oir qu'on pent äussi intagrer 
la aeooQde ßt \fk troisieme par lea fprn^ules ^ßuhp. 

«.. XH. " 

« 

Pour cela il faut partir de ue prindpe que, en g^o^ral, on •; 

25. l+JiT'sia'd 
^ , K*_ f , , /1-V(1+ «')V / l-V(l+g') \» 2^1 

26. 1— JPfcin'ö 

Pour d^moDtner oette traDsfomiatioo fchKtre, qa'oB a 
d*ou l'on tire 

4 1 *« • lÄ l+a*-r2aco82tf 

l + (T-:^««^ = ^ (i-a)' ' 
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Cela pose , si Ton fait K^ = ;^ _^ .^ j on a T^quatioD 
qui donne 

a = l+^d-^d+JE-)) - (i^^S)'. 
et par coos^quent les formules (25.) et (26.). 

It suit de la 'qu'en faiBant pour plus de sirapIicitiS 
. a' =» tang^i«; a« « tai.g?(^_ ^), 

OD a: 

Ä' = oo8«^[l+a''— 2a'.oo«(5r— 2(P)]; 

Ä" = 008* (-J — J) [1 + a"» - 2 a" cos 2 ^PJ. 
Ea posant 

/// _ g -- '/"(g' cos» £tf + S* sin* ft>) ^ #T _ ^— V(3» sin» ft» + £^ cos» <tf) ^ 

^ "" (a* — 5»)8in»W ' ^ ~ (^«a — aa)C08»C» * 



on aura 



L_[l+a'"*-2a'"co8 2(p]j 



— 4 a'"» 

(?"= T^[l + a"* -2a'-<x^(a— 2(P)]. 

Tb n 

Maintenant si Ton fait 

A' =r 1 + a" —2a' co«(t-^)} 
A" SS 1+a"»— 2a"co«<P; 
A'" = 1 + a'"* — 2 a'" co» (P ; 
A*' ==: l + a''?— 2a*'' oo8(a-— (p); 

on peut ^rirei en doublant les limltes de rint^gration, 

Ä' = <m* l- A'} R" = oo.r(|- - -^) A-; 

Alon^ la formule (24«) devient dquiraleote ä oelle-ai; 
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27. Äss^äb (siDGü + 0080)— 1) 



n 



2.4:a'"»lT"*'T'A'J 

2««» y-' \ JA.S.A"'* P.« 6 . 8 o . 6 _«• . 1 ,» 1 

^ 2.4.6.4». a'"» |.r5j'T"i5*2S'"*"35*A^+ 7 S^»] 



"' ■+ eto. 



T Tli i7\ / A^^ -^/^ 2.4.4». a'v« l3:3^i5*a'"'+ö'*A^J 

p 2.4.6.4». •»»• lo;?"*'^* A"**"S6'S«»*** r •sjTij 

+ eto, '. 

ou t'on a fait pour plus de simpUdt^ 






\2 ~" T/ 



Les foDctions .(A'^0% ( A^^)"" peuvent Stro d^velopp^es pgr ua oombre 
fioi de termes ä l'aide de 1» . formule suisrante. Seit 



X 



(l^a^_2aco8pr ?= 4,~2«>ii4i€08^- ^2i|-J2)^»4^oo82$ 

2>i>(l— m)(2 — m) • ^ ^^ 

^ ^ 2,3 ^^43<»*3^-^ eto.. 



DO aura 



l+(»i4-l).^.jz:^ 

__ (m+l)(m+2) m(l— m) / a^ \« 
^ (l__fl^)«/ 2 •(T+l)CT+2)Vl-o»; 

I (iit+l)(w4.2)(in+3) m(l— in)(2— m) / a» \« 
T" ,2.3 •(x4.iXt4-2X»+3)V1— o»/ I 

— etc. 

(Voyez pages 276 et 278 du tome 2f des Exerdces de oaloul integral de 
Legendr e.) 
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V,. 

II suit de IA9 que Fa leocnde et la troiaidme s^rie de le (armule 
Bont r^duotible» A des termes de la forme 



/** • rfy cdsiy 



(1+a* — 2aco8v5*^ 

f et n etant detf nomtyrai eatier« et poifStifii» 
Euier « d^monlr^i cn^os a 



n .i I a — 1 •«— f— 1 , a— f.»-^2 ^ a— <—l.a— i-i-2 



, R— 1.»— 2.ii->9 •»— i— f.ji~<— a «— <— 3 



<awWfawi I . " . - j ■ nr 



+ ete« • 

Je ne pousse paa pltia (oin cefte analjrse: II tiiflil d^avoir n^ifit 
llnt^gratioD k des forniules r^ulierea« 

Turin le 24. Oetobre 



23. Lobaito, sur finiLf^r.dfsJqmat --^•jr>=sO, 2^+Qhw''ysB:0par des integral, dt^. 6Qi 

r 

2a. 

Sur V'mi^gjmüon des ^quations 
pup des ki%nae8 d^fiiw». 

(Par & Lataiio, IMiMir m aihaee« k !•« Haje.) 



lies dfeus ^foatkM« prMdeiitei ont jl^ A^ Irttlte dau oe Journal; la 
f^emün par IL Seherk (foLX pag» 92)^ €C h ieeoiidi' par Mr. JKtini- 
«MT (?ol» XIL pq[« 144)« La ilfthode dlnt^gratioa emplojr^ par ohaoim 
de oaa giomkten^ a'appoye siir le d^loppesient j^alable de la Taleor 
de y 6D ime a^rie infioie qui se transforme entuite en fnt^rales d^fioies* 

Je na prqpoae ici de faire voir qu'on peut parvenir aux inömee 
r&ultata d'une ipwiidre plus directe et plus exp^ditire taiis reohercher d'a» 
vanee b rf^rie iafiiüe qui exprime la valeur de rint^grale^ t& aaoa etablir 
enoone bypotfi^ r^tivement a la forme de cette a^rie. Le proced^ quo 
je Tab appliquer pourra aans doute a'^tendre ayec suoces il d'autrea ^qua- 
tions diff^^rentieUiea da mSme genre. 

% 

iL laMgration de IVqaation -^^ — xyssO. 

Consid^rooa d'abord T^quation plus g^D^rale 

a d&ignaot une constante arbitraire^ et supposoos 

y = y^* Pap, 

oa P exprime une fonetion inoonnue de la nouvelle variable pi oette in- 
tegrale devant etre prise entre deux limitea qu'ii a'agit de d^terminer. 
Oo tire immediatement de la valeur de y 

Subetifuant dans la propoa^e, il viendra 

f«P''Pp''dp'-r^'xPdp = 41. 



L'int^gration par parties transformera le second terme eq 
d'ou il suit 

J)r{Pp^ dp + dP) — fp^ JP = ß. 

Si Ton fait dispardtre maintenant la partie aflPect^e du sigoe integral, le 
terme ff'' P pris entre lea deoic liinites dd Tint^grale aura se reduit A la 
constante — ß. Ofi la premidre conditioD &iiriiit ipimtMi^teQüient T^qua« 
tioD diSl^rentielle 

^^^fdj^,, 
laquelle ^taot iot^grtSei donnera 

La seconde condition devenant alors 



i,"+* 



Ce •+*e^ ^ -ß, 
il est facile de voir que cette equatioo sera aatfefaite entre les limltes 
p=sO et fssLoo^ pourvu que la oonstante C soit i^gole A ^. On aura 
par oons^quent 



P»-^^ 



Cette valeur de y a'eKprimera oepeodant qu'une integrale particuliiäre de 
r^quatiou 






Pour en obtenir une seconde, il sufßt de remarquer que puisque la 
quantit^ P ne cbange pas en y ^crivant qp au lieu de /i ( ^ jiStant une des 
racines de l'^quation ^"^^ — IssQ), et qu'il en est de m^nie des deux li- 
mites de Tint^grale, oette seconde valeur particuliore aura ^videmment 
pour expression 

Et comme la diff^renoe de ees deus valeurs fournit n^cessairement une 
integrale particuliere de T^uation 
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il en resultera pour eette valeur partiouliere^ l'expression 



p^'+i 



u d^signant une oonstanter quelconque« 

Les n — 1 autres valeurs se formeront ^videmment en employant suo« 
cesrivement les n — 1 autres raoines f^ß^•••• ^ deT^quation ^■*"* — 1 = 0* 
Dono la valeur complete de l'int^grale que nous cherohona^ et dont se com« 
pose la somme des n valeurs partioolidres^ sera egale i\ 

_ (a^ ij^p^ + a, ^V'^'^ + o^ eV''*. • • . + 0^1 §'*€^'''«)}. 
Si I'OD fait 

et qu'on chaoge a ea — Ci, a^ en C^ eto. , Texpression pr^o^dente prendra 
la forme suivante indiqu^e par IMLr. le professeur Jacois (tomeX« p.270): 



pH-i 



Diffi^rentioDS oette valeur de y, n fois de suite par rapport dt x^ on 
troDvera sans peine que leooeffioient-differentiel -r^ se r^duira. dans Thy- 

poth^e de nsOy h la somme C-f-Ci + Cf«« +C>i; d'ou Ton peut 

condure que l'int^rale oompldte'ide T^quation 

d^y 

'd^~^y — ^' 

s'exprimera par la meme valeur de y, pourvu que les ft-f"! constantes 

soient asujettis il^ la oondition 

d^Y 

!!• Integration de r^quatioo. -^ "{^o&jc^y ss 0. 

Faisons d'abord y^=i Fe^Pdpj f etP exprimant des fonotions in« 
Gonnues de x et 6e p, qu'ii s'agit de d^terminer^ ainsi que les limites de 
rint^grale» Soit encore ab^s — c^^ ^quation a integrer deviendra 

Diffi^rentiant la valeur de y, on aura 
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Siibstituant dans T^quation (l*)» il ^n r^ultera 

Prenona maintenant pour / uAe fonotion teile qu'oii ait 

ou bien 

dl _ 5^ 

d'ou l'oo deduira facileipent, eo i^orivant m au lieu de 4- + 1| 

_ü^ - d± ^^^ 4^t i _ m(m—i) 

Ces valeurs changeront requatioa (2.) ea 

Ofi riot^gration par partjes dppne pour la Faleur du premier terme de 
cette equntioo 

Par ooDsequeot 

me-P*(l—p^)Pt^tJe-P\k$n^^^^ = 0. 

Eo ^galant u ^ro la partie soumise au sigoe integral j oo aurar poiir d^- 
terminer la fonction P, I-^quation differeotielle 

(m--l)Ppdp + mCi-'P^)dP'—:^mPpap =0, 
qui se r^duit t\ 

P ~ \ 2m y 1-p« • 

Donc en int^erant, il Tiendra 

Pas ^(1*^;»*) ^""^ 

Quaut aox limites de rintegrale, elles seroat donn^ par l'^^atioo 



3. LobattOy 8ur fintegr, des eq%iat ~,---^y = P^ 7 1 + a^x^'y = par des integraL def, 367 



qai revient ä 



4. Ae-^Xi -/>■) 

OT— I 



m- 1 



5. y = Af\~^\\-p^) -"* rfp = ^' 



Or, en adrocUant que Texposant -\y— cxprinie uii nombre positif, ce qni 

aura lieu lorsque m est >>1 ou un nombre negatif quelconque, on voit 
de suite que requalion (1.) sera salisfaile par p=l et j» = 00. Donc, 
pour toules les valeurs de m non comprlses entre et + 1 . c'est-ä-dire 
pour toutes les valeurs de n non comprises entre —2 et Tequation (1.) 
aura pour integrale 

n 

U n'est pas difficile d'entrevoir, qu'en donnant a Hntegrale la forme 

la fonction P se determinera par la mdme equation differentielle que celle 
obtenue ci-dessus, mais lequation aux limites deviendra alors 

ou bien 

m— l 

Equation qui, dans la m^me Hypothese relativement au nombre m^ don- 
nera pour limites p==0 et /i = l. On aura ainsi 

6. y = ^y^/e^' + e-^')(l-p') '^-rf;? 

Chacune des deux expressions (5.) et (6.) represente seulement 
une integrale particuiiere de Tequation (t.). On va voir quon peut 
en trouver encore deux autres qui conviennent respectivement aux deux 
systemes de limites de Tintegrale. 

A cel effet supposons y = Je'^' Pxdp, oxi P e\ t designent en- 
core des fonctions de p et de x. Ditferentiant deux fois de suite et sub-* 
stituant ensuite dans la proposee, on obliendra sans peine 

di ~ 

Si Ton fait de möme -rz = cx'^ ^ cette derniere equation se reduira ä 
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368 23. LohatlOy $ur Cbileyr, des equat, -- ^ -x//=0,, y.^ '\-abx''y=Op(ir desinlegraL def. 

1 1 W- I 

et en eliminant les coefficicns differenliels • . j, II viendra, apres avoir 
mulliplie par x. l'equalion 

Or Celle -ci ayanl la ineme forme qiie colle (3.) traUee ci-dessus, on 
n'aura qu'ä changer dans celle derniere //* en — w, ce qui noiis donnera 
immedialement 

P -- A'ii-p') •^"* \ 

On aura encore pour requation aux limites 

e-^'{i-f)P = 
qui deviendra actuelfenient 



//l T 1 



A'e-'"yi-p') ■"• =- 0, 
et ä laquelle on pourra satisfairc en prenant p = \ et ;> = co, pourvu 

que fexposanl — ^ ' ^^'* posilif, c'est-a-dire que m seil iin nombre positif 

quelconque ou un nombre negatir>>l, ce qui revient a supposer m egal a 
un nombre non compris entre — 1 et 0. On aura ainsi une seconde integrale 
parliculiere 



n 



7. «/ - ^'y^ e-'^Hl -/) ^ "" dp = yt'ajy^ e ' ^^'•* (1 -pV '""''dp, 
applicable seulement aux valeurs de // non comprises entre —4 et —2. Et 

si Ton suppose y =/ ie^'+ e~''*)Pdp. on Irouvera encore en raisonnant comme 
ci-dessu9, 

8. y - ÄxJ (e>'' + e-'')(l^;,^)-^ •'- 'dp 






En prenant la somme des integrales (b,\ (7.)? ü en resuitera la valeur 
complele de Tintegrale cherchee, qui se rapporte au Systeme de limites 
p -^ l ei p ~ oo, La somme des integrales (6.), (8.) en fournira une seconde 
qui se rapporte ä Tautre Systeme de limites, chacune de ces integrales completes 
etant applicable a toutes les valeurs de n non comprises entre —4 et 0. 

Changeons maintenant c en a6]/ — 1, et rempla9ons les exponentieiies 
imaginaires par les fonctions circulaires, le seconde des deux sommes prece- 



ff» J ' 

23. Lobalfo, stir riHieqr. f!es eqtifil, , * -.n/ :- 0, --v . ahj'ff • nürtlfsifilegral.def, 3<i9 

dentcs fournira pour iiilegralo complrlo de r(M(u»(iou 



rexprcssion 

9. 






resullal qui coincide cxactemcnt avec celui obtenu par Mr. Ktmwer. Mais 
on peul lui doniicr encore uno forme plus simple en faisant p -= sin 7) el 

, {ahi --^ aw ■■=■ «(2 -i- 1). Oll Irouvcra alors 



7 



// - A/ cos(f cosapx fl(f ■{- A X I cos(p ' cos €fpx'"(i(p 

pour toutcs les valeurs de m iion comprises cnlre -1 el 4-I. 

II no sera pas inutile d'indiquer ici uno autre maniere pour parvcnir a 
Tinlegrale donl il s'agil. 

En effei ecrivons fequation (1.) sous la forme 

ä'ft -> 

X" üx' ^ 

N 

et prenons du -= x'dx pour dilferentielle con&lanlc. On aura d*abord 

2 ;;^-t 1 .. 

n • i m 

■ 

'''J . ''il V r" -' 
fix dn 

1 d'y {m- \) dij , d'ij 

• ~*~^ • • -♦- ^ 

Substiluanl dans la proposec, celle-ci dovicndra 

10. •' + • / =: cij, 

dir //* M «w •' 

Pour integrer cetle equation. prenons y — j e '^'Päp^ d'oü Ton deduira 

succcssivciucnl 

iiy =fc-'"' Pudp — -€-'"!*+ fe ' dl\ 

»10 =fe i"'Pp'udp = -e-'- Pp'+ fe '-"diPp'). 

48* 
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370 23. Lohallo, surVintvgr, des vqmiL [-xjj = 0,~ :, -l- abx'' y =^0 par des integr. d^f, 

Substituanl ces valeurs dans requalion (10.) mise sous la forme 

^dn' •'/ m du 

il viendra 

En egalanl ä zero la partie soutnise au sigme integraK on aura pour deter- 
iiiiner F requaiion diiTerenlielle 

d'oü Ton lire 

donc^ en integraiit. 

L'equation aux limiies deviendra, en ayant egard a la valeur de P, 

m4 I 

11. e ''Hc-'-/)"'"^" = 
et donnera p "= c, p = oo lorsque Texposant ' .v-— sera positif; il en resultera 
pour une des valeurs parliculieres de Tlnlegrale, 



En y changeant /> en cp^ on relrouvera la valeur (5.) obtenue ci-dessus. 
Remarquons encore que, puisquo les limiies jp = — c^/?= + c verifient egalemenl 
Tequation {,i\^^ on aura en oulre 

J^ --= ^ / €J-'- (c' --p') ^ "" ' dp=-A/ €-""" (1 -p') ^ '"' ^ dp, 

ij^Al V« (c'-/) "" rf/; = .4 /■ ■ e"~ (1 -/p'^'^'' dj», 
d'oü il est aise de conclure 

^ = AJ (e'-^^+e-'"")!,! -/) ^ '"* ^ dp; 

ce qui s'accorde parfailement avec Texpression (6.)- 

Pour obtenir une autre valeur particuliere.» faisons y =" xy'y la pro- 
posee se changera en 

ax ax ^ 



23. Lohaiio, sur Viniegr, des eqnat. t „-irJ/=0,-. -^, + afca;" y =1=0 par des intcgr. def. 371 

En effectuant ici 1e memo ehangement de variable independante, on obtiendra 

, ■„ H — — i* = ^' V • 

«w w w du 

Si Ton compare maintcnant celle derniere equalion ä celle (10.) on en conclura 
sur le chanip que si y reprcsenle iine inlegrale parliculiere de la proposee^ 
le produil xy* en fournira une seconde, pourvu qiron y change m en — w, 
ainsi que cela esl confirme par l'expression (7.:. 

Je tcrminerai ceüe note en faisanl oi)server que les valeurs de y 
precedemment Irouvees pour les integrales completes des deux equations 

d'y d^y 2 „ 

dx"* ^^ dx' ^^ 

conduisent immediatenient aux integrales completes des equations differentielles 
partielles 

dny _ d'^^'y d'y _.d'y^ 

dx'* (//»^' ' </V ""^ dt' ' 

Oll y exprime une fonetion des deux variables independantes x, t. En eifet 
on trouvera pour la premiere 

e dp[(f{t+px) + if(f^{t + (}px)-{ (fuffnii+tf^^px)], 

V-^ ^19 V^2) •••• designant /^+1 fonetions arbilraires, assujellies seulement a la 
condition 

et pour la seconde 

y = / if' {mt + X'" cos ifj ) sin (p '" dtp + ic / iff'{mt + x'" cos y'>sin q> '" dip^ 
m etanl egal ä w -|- 1 . 

Quant a la maniere d'eirectuer cette deduction, eile se rattache ä une 
nouvelle theorie dintegration que j'ai developpee dans un memoire soumis en 
1835 a la premiere classe de Tlnstilut royal des Pays-bas. et dont Timpression 
est presque terminee. Les deux equations que nous venons de traiter, ne 
formant qu'un cas particulier de Tequation plus generale 

dx" ^^ 

l'integration de celle-ci, au moyen dintegrales definies, pourrait etre proposee 
aux geometres comme un objet de recherches utiles aux progres de Tanalyse. 
La Haye, Avril 1837. 



372 24. Scinhtemann, de radicihus aequat, x^' — 1 =0. 

24. 

De functionihus quibiisdain, quae ad radices aeqiia- 
tionum circuli sectioiiuin, sive aequaiionis x"-l = 

pertiiieiit, rationaliter deteriiiinaiidis. 

(Auct. Tli. Si'him'niintii Horol.) 

^a(is eonstat. // numcrum quem vis inlcgriim signilicanlo. ncquaüoncm hanc: 

sin2'jT -r. 2' cos 2" '.rcos2''"'j' co<2ir cos.rsinj: 

valere, .r vcro =- - posito. seqiiilur sin2''a; = ±siiiir esse, si '- = 

m7i±- Sil. «/', w, p numcros positos significantibus) quam aequationem 

ila quoque scribere licet (2"+1U' — tu p unde fluil, p numero primo po- 
sito. quum m sit numerus quispiam arbitrarius, n non pendere a i\ atque 
secundum ili. Gafifs sigiiificalionem congruenlia 2''±1:.-0 (mod. ;;) defi- 

niri. Itaque si aequationem 2" = ±i i-mp ponimus, sequitur kaec, sin - - 

= +sin ir pari numero posito, in utraque aequatione eadem, r vero impari, 

diversa signa sunt substituenda\ unde ducimus banc aequationem 

— \ ^ ~ cos2 - cos2 " ....cos2 cos , 
2" p p p p 

una cum hac ±i+mp - 2% ut in utraque aequatione eadem signa sub- 
stiluenda sint 

E.V. I. /;-T; 1 + 7 = 2*; 

I' = 1 ; cos i .1 cos f n cos \ .i ~ -.^ . , 

4-i 
r = 2; cosS.TCOsl.-Tcos|n = ^^ , 

etc. 
IL n = 17; -l+lT-2^: 

r = 1 ; cos 1% -Tcos ^ V ti cos i'-^; n cos ^^^ tj = 

r = 3 ; cos \ f n cos ff n cos |% ti cos |V ^ = «i ^ 

etc. 
2^"' — IviO (mod. /;) secundum Iheorema Fermalianum, unde 



24. Schöfieni(t/in, de radicihus aeqaat. x"— 1 = 0. 373 

2*±t ~0 (mod. /;) fluit, iUque facile probalur. minimum cxponen- 
lem, qui congriienliac 2''±l"fE0 (mod. p) salisfaciat, aiit esse ipsum 2~ 

aut hujiis numeri laclorem. Aeqiiatio a cujus solulione valor cos - pen- 

A 1 ascendil« el radices: cos ' , cos ' , cos ' . • • • 

... cos Ji continet, quibuscum faclores producti supra evolutu signi 

ratione non habita, congruere. facile perspicitur. Si vero ö ' ~ ^'-^^ 

esU valor producti ^ ^ radicum nolus. componitur m productis quornm 

scilicet valor numericus ex antecedentibus determinandus est^ et quorum 
quodque h radices aequationis tanquani factoros concludil. Quum aequalio 

+ ,i = cos2' cos 2" - cos2 - cos - semper cum bac 

±\+mp -= 2" conjuncla sit, sequitur cos 2** ' = (— l)*'cos- esse; itaque 
Tacillime probari potest, duo quaedam producta 

cos2' ^ — cos2' * — cos 2 cos et 
P P P P 

COS 2' - cos2' ^ cos2 - cos- , 

P P P P 

aut nullum factorem aut omnes communes inter se habere, prout y' con- 

gruenliae r'=52"i' i^mod. j!>) (n numeruni quemvis integrum indicante^ salis- 

faciat nee ne. 

Sequitur vero ex antecedentibus corollarium quoddam aritbmeticum. 

1/ ^ . V ^ V 71 If TL 

üuum enim cos 2"' ' cos2"""' ' cos2 - cos - - tantum ar pendeat, 

P P P P ^ 



prout y par sit aut impar. sequitur quaestionem utrum numerorum 2" ^y, 
2'*"'''r, .... 2r. numerus par an impar inter limites (4/*—l)j» et (4/i + l)/?^ 
{n numerum quemvis integrum signilicanto incidat, tantum a forma 2r aut 
2r-rl numeri 1^ pcndere. atque secundum ea. quae modo exposita sint, absolvi 

posse. Complexum talium fuctorum « quorum productum -- "-2«~ " ®^*' 
periodum appellabimus. 



374 24. Schönemann, de radicibus aequat, o^—- 1 = 0. 

§. 2. 

COS — cos = ^ cos hi^os esl, quo valore in producto 

noslro substituto, oblinetur 

+ ^ ^/ = Acos — cos2- — cos2" * — 

+ 4cos(l+2) — cos 8^ — cos 2"^ — , 

cos(l+2) — cos2'^ — = icos f-|cos(l+2 + 20 — 

est, quo valore substituto, aequatio se ofFert haec: 

-^\ ^ = 4 COS — cos2^ — cos2'*-^ 

2« * p p p 

L I ^^ 03 ^^ Oft 1 V« 

+ icos — COS 2^ — cos2'*~^ — 

* p p p 

+ i:Cos(l+2 + 2') — cos2^— .... cos 2«-^ '''* 



p p . p 

Jam apparet boc modo semper illud efFectum iri ut habeamus aequa- 
tionem : 



= Acos — cos2 — •.•• cos2' 
^ P P r 

+ icos — cos2^ — cos 2*^ — 

* p p p 

+ ^COS cos 2* 008 2" ^ — 



+ -sr-3 cos — cos 2**-' — 0082**-' — 
2"-^ p P p 

,1 vn o«-i ^^ 

+ 75--^ COS COS 2" 

Z"-^ p p 

+ >2;i^cos2"-'-^co9(l +2+2^+2' . • . • +2"-')^ 



QauiD vero 



cos2"-»^^cos(l + 2+2H2^-... + 2"-»)^^ = icos— + 4 cos (2»-») *" 



p 'P • P'^'P 

Sit, Ultimi termini in hos transeunt: 



24. Sohönemann, de radicibus aequat. scP-^i =0. 375 

+ ^r--^cos — C092* ^ — cos 2* — 
' 2»-^ p P P 

+ «sr-r cos — cos 2* ^ — 

2""* p p 

+ 2S=r COS — + .g;^ <^os(2-») — . 

Omnes hi termini praeter QUimom facloribus secundum formain radicniD nnias 
periodi compositi snnt, ut vero illain qooque ejasdero periodi esse demonstremns, 
ponamns 

1. l+«f = 2", et seqnitnr co8(2"-l)— = (-1)% 

2.-1 +mp = 2% et seqnitur cos (2-- 1) — = (- iy co82 — • 

Itaque formnla illa uniiis tantum periodi radices continentor» 

Ex. I. p=17; v=^l; 

«5 = ^COSjV^OOSiV^COSjV^ 
+ ^C08|V^C08^n 

+ ioo8^n + ^(-iyco8TV^; 
v==2; 

-^^ = |C08^7lC08^nCOS||:i: 

+i^cosTV^oosff7r 

+ icoSiV7i + (— l)'coSlV^• 
II. f =31; y=l; 

— — = ^COS^7lCOS/r:7lC08^^|-:i:C08^7I 

+ {cos^ncos^jn cos ^\-n 
+icos^;icos^f TT 

+iVco9A^+(-iyiV. 

v = 2; 

2» = } cos ^^ 71 cos /i- 71 cos if 71 cos J^ 71 

+ iOOS^\-7lCOSÜ7ICOSff7I 
+ |COS3^7rCOSjf 71 

+ TVCOS3\7r + (-l)VF. 

Siniles aequaliones pro celeris periodis r = 3 et v ==^b obiinebinnQS , quämiii 
ai nna data foerit ceterae mulfiplicatione prodf^aot. 
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376 24. Sc&ö'fiefitaitfi^ de radidbus aequcU. x^ — i = 0. 

Si supra in formnla pro cos —^ subslitoimus cos 2* — (—1)" et per 2 
multiplicamus, aequatio prodit haec 

+ 1=2* ^cos2^ — cos2^ cos2*+' — cos2* — 



+ 2*^ cos 2^ — cos 2* cos 2" * — cos 2* — 

P P P P 

+ 2* ^c082* — cos2* — • ••0082"^ — cos2" — 



+ 2*cos2-'^cos2"-^-^ C0S2- — 

P P P 

+ 2^ cos 2«'^ — cos 2»— 

P P 

+ 2»cos2*— +rycos2— = 2cos2-+»^l. 

P ^ P p J 

Si ultimum terminum in altero aequationis latere coUocamus et per 

8in2«+»J^ = 28in2"-?^cos2*— ==2'sin2*-^ — co82«-*-?^cos2"-^ = •.. 
P P P p p p 

• .. . = 2*"* sin 2* — cos 2^ — cos 2^ — • • • • cos 2* — ^ dividimus, obtinemus hanc 

P P P P 

aequationem t 






H zn"\ irr •••• + 



sin 2»+*— / Bm2' Bin2«- — sin 2* 8m2» 

p / p p P P 

Quae formula facilius hoc modo derivari potest: 

C082« coBo; , 1 . co82'x . .. cosa; ,1 , 1 . 

8m2a; 8inx 2x ^ 8m2'd; ^ smo; ' 8m2:p ' 8m2*d; 

,.. C082*'« cosa? ,1,1, I * ^«* 

ffenerauter . ^: = ; r—^-n — — ^-«1 — h"**+ - <w öst. 

^ sm2"ar sma? 8in2a; 8in2*d; Biav^x 

Vit 

x^2 — , « =3fi— 1 posito, evadit formala sapra data, quam vefo in 
hancce formam redigimus 

1) 1+«V = 2«;0 = L^+_L_....+ L—+ * 

P P P 

2) -l+mp = 2»; 

o . »« 1,1 , 1 1 

2colang— -= — - + z;r""+ rr-+ 

P • «t *" • AI *'* • A. *" 

*^ 8in2* Bin2* gin2" 



Bm2*+i 


vn 
P 


» 


1 






gin2«+»'"* 





24. Schönemann, de radicibus aequai. aM» — 1 = 0. 377 

Nota. Haec formula evadit quoqae e generaliori; 

sin («i + a^ H- «3 + •• •• + ««-1 + «n) 
Bin(ai + aa + asH (-«n-i +»«• + «) 



• t • • 



^ . / Pllttl . BIP «7 

= Sinco^^^^^jj^^^^^^ "^ 8in(ai + a;)BiD(ai + a2 + ») 

* 8in(ai + a2 + «)8in(ai 4-02 + 03 + w) 

j Binare \ 

8in(ai+a2 + as + *'- + o«-i + w)8in(ai+a2 + a3 + '—+a„ + ai)/' 

81 CO = x; a, = op; a, == 2 op; «s = 2^ap; .... «^ =» 2*"'x ponimiis. 

$. 3. 
Si in aeqaatione =p = cos2 — r-co82' — ••••co82" — pro aliquo 

factore x sabstiluimos , facillime probalor, seqnenteai 2x^—1, primiiiD vero 
ab ultimo^ quia cos 2 — = co82"^' — est, eandeni esse functionem rationalem. 

Aequatiö pro cos 2 — radices continet 7^ ; cos 2 — , 008(2^ + 2) — , 
cos(2v+4) — , •••• cosCäy+p— 1)-^, qnas in ^^^ periodos dispertinmr. Si 

r , Er •W 

vero aequationem pro cos 2 — in ^— factores resolatam^ qnornm quisque 

n factores onins periodi contineat, pottimus, in antecedentibos jam coöfficientem 
termini ^^ = ± (— \y eroimos, nnde alia qnoqae co£fficientiam fiinctio determinari 

potest. Sint radices ^-2— secundam periodos ordinatae 

«1, «2^ «SI ««; ß\^ Äl Al •••• ßni öle- 

babemus aequationes 

»,0203...,«.==+^; /?iAA--.A=±2;;; ®*^* 

Unde, bis quantilatibus in polestatem secundam elevatis, prodennt aequa- 
tiones: 

a\a!,a\....al:=^-^:, ßlßlßl....ßi^-^^ 

Quum vero «rt, = 2«J^i — 1 sit, sequitur — ^Y"^ = **ili-ii quibus valoribus 
sobstitulis, evadunt aequationes: 

(l+f.)(i±fi)(l±-)....(H:|=zi) = ^, 

«Ic. 

49* 



378 24. Schönemann, de radicibus aequat. af — 1 =0. 

Si coSfficieoles singuiorum ^ — factorum per AiA^A^ A^^ 

BiB2By....B^ etc. desigoamus, ut Ai sit coSfficiens potestatis af^, A2 poteslatis 
x**~' etc., A==.1:(~~i)% habemus ex illa evotutione aeqnationes 

elc. 
Ex. Aequatio pro cosxV^ ^^^ 

Ponamus banc in bos factores resolutam esse 

{x'+Aia^ + A,x' + A,x-'^^){x'+Bia^+B2x'' + B,x-^), 
qQorum alter radices: cos^V^^ cos^tt^ coS|^n^ ceaff^r^ alter radices coSjV^i 
cos j^ 71^ cosffTE, cos ff TT, cootineat, et prodeont aequationea 

unde facillime colligitur, hos coSf&cientes tantum ab aequatione secundi gradoa 
pendere. 

S- 4. 
QuoniaiD in producto noatro qoivis factor anlecedentia eadem est functio 

vn 

rationalia, obtinebimas pro 008 2*"- — {u quemvis numerum integrum significanle) 
aequationem 0082** — = x posito: 

±-1 = x(2x'^l)(2{x'-^iy-^i) etc., 

si vero in hoc producto j(aH — J pro x substitnimus , transit aequatio 
in hanc 

±^ = F(«+7)(°'+;!^)(-"+?r)-(<''--+^) 

onde seqoitur 

et 

Jani habemus 

«»•_1 «••-11 «••_! cr'""^^-1 a^-^'-l 



• • • I 



= (a» + l)(«»'+l)(o^+l). ...(«»• + !), 



24. Schönemann, de radicibus ciequaL a^ — 1 = 0. 379 

qua formula noluni Ihcoreraa de composiliooe nomerorum polestalibus 
numcri 2. conlinetur (L. Euler, Einleitung in die Analysig des Unendlichen, 
überseUt eon Michelsen, §. 328. Cap. 16 J. Quo valore in noalra aequalione 
substitulo prodil 

quam aequationem in hos factores resolvere possumus 

Haec sufficiani ad demonstrandum quam facile et directe ad theoremata 
de relationibtts radicum p*^"^ unitatnm, linearumqne trigonomelricarnm q^"" 
peripberiae partis isla via ducamur. 

Reductione aequalionuro circuli in p partes sectionum ad puras^ ducimur 
ad proprietales quasdam radicum unilalis satis memorabiles quae illico ex 
evolutione : 

a*-! a*'-.i a^—l a*"-i a*"-1 



• 1 1 • 



«_1 «»_i B»»_i a*"+'— 1 «— * 

= (l + o+«'+o*H + a*-*)(l + a*+a'* + ha*<*-'>)..- 

prosiliunt, quando pro a radicem aequalionis af—i = 0, et praeterea con- 
gruentiam A"^ + l (moi. p) ponimas. Exponenda vero est significatio tri- 
gonometrica hujus formulae. 

§.5. 
C08a;+ sinrcy'— 1 = « posito sequitur cosnx = i(<»"+nr)» s\anx 
~ 2i/— i C"* — »")■ U"*'® producilur n pari «' impari nutuero posito: 



380 24. Schönemann, de radicibus aequai. x^ — i = 0. 

Hinc seqnitur 

smnx = sinaj(2cos(»-l)a:+2co8(»— 3)a:-«-+2co8«), 
smn'x = sin«(2co8(»'— l)flc+2cos(ii'— 3)ap-'-+2co82flc+l). 

Aequo modo obtüienia8 aequationem 

cosnx = 

co8a;(2cos(»'-l)x--2co8(»'-3)a:.-.+(-l)-^^^c^^ 

Jam babemus ex bis tria aequationum syatemata: 

sinn'^x = 
8Üi»"^'x(2co8(ii--l)»"*-*a: + 2co8(ii--3)ii"'"'aj+..-+2co8»"'-'a:), 

sin »"•"■* op = 

8inii'"-'a:(2co8(ii-l)»'"-'a:+2co8(ii-3)ii'^*«+.--+2c08»''-^d:)*, 

Binnx = sina:(2cos(ii-'l)a:+2co8(ii — 3)a:**'*+2c08flc), 

nnde seqnitur 

fAnn'^x^ 8inap(2co8(ii— l)a:+2co8(ii— 3)a:+-«--+2co8ap) 

X(2cos(ii— l)ita:+2co8(ii— 3)fia:+**** + 2co8iia:) 



■• • 



X (8co8 (« - 1 ) «"-»« + 2 cos (« - 3) «'»-V4- .— + 8 CO»«"-*«) 
X (2co8(ii-l)ii"-'»+2 co8(ii-3)ii"-*«+—«+2co8ii"-*«). 

Eodem modo obtineinns hss Tormolas 

cos«'"a:= cosaj(2cos(ii'— 1)«— 2co8(«'— 3)a;+"'«(— 1)^-^) 

X (2co8(«'- l)ii'«-2co8(ii'-3)n'«+....+(-l) -^5^) 



x(2cos(ii'-l)i»'"*~«-2cos(ii'-8)ii'*~'a;+....+(-l)^5-^) 

X (2co8(»'-l)«""~«-2co8(ii'-3)ii'^ «+.... 4-(-l)-^!-^), 

8iim'":t = sina7(2cos(ii'— l)a?+2co8(ii'— 3)a;4-*"'+l) 

X (2co8(«'-l)ii'aj4-8cos(«'-3)»i'a;+""+l) 



X(2co8(ii'-l)i»"""« + 2co8(«'-3)«'^«+--+1) 
X(2cos(ii'-l)ii"""«+2co8(«'-3)«'""«+....+l), 
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vn 
X = ; « = ± 1 + *p posito, Sequilar 



sin»"* 


vn 
P 


COSII~ 


vn 



= ±(-l)*8m^, 

= (— IfCOS 



p ' p 

Unde valorem productorum in dextra aeqaatiooam parte per sioa; aat coso; 
divisomm = ±1 obtinemns. 

Ex. p = 13; » = 3; ^ = 1; 

(2cosA«+l)(3co8An+l)(+2co9H^+l) «= 1» 
(2c08tVn-l)(2co8A?i-l) (2co8||«-l) = 1; 

n = 5; y = l; 

(2co8^n+2cosi»f?i+l)(2cosH^+2cos4i7r+l) = 1, 
(2co8An-2cosTV^+l)(2co8fJn;-2co8i^7i4-l) = 1. 
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25. 

Additamentuni ad comineiitationeiii : Series novae, 

quaruin ope integralia elliptica primae et secundae 

speciei coniputantur siniul ea, quorum moduli sunt 

conjugati, in huias diarii volumine XVP. 

(Auetore Dr. Chr. Gudermatm, prof. matb. Monast Guestph.) 



JLn commentatione XXIV"" haius diarii (voIum. XVI.) integralfa 

FT _ f ^y -I fP _ f ^ 

*'~yn»'(l-8in*Ö.8iii» ' 7 ..•(!- cos* Ö.Mn» 

in series redegimas binas 

i^ = tangi9'+*.^tang»iv+i-^lang»ly+^.^ tang"!^^) + .. •• 

+ T*r*7rtang"4y + .... 

9 IS» 

in qaibus cofifficientes 0&0 etc. pinribns modis independenter ex arca $ 
computari possant adiumento formulanini, qaas brevitatia cansa in epistola hae 
8uppriiniina9. 

Pari modo inveniri series, quibos integralia 

V =y^| d (f ]/( 1 - sin' e . sin' (p) et F' = /" ö (p j/(l - cos' . sin' y) , 

exprimantnr^ iam in commenlalione anlea dicta monuimns. Posten vero 
perspeximus rem notalu dignissimam^ et series hos ita parari passe y ut 

I S t 4 

coeffidentes singulorum terminamm sint eadem quantUates 6 etc. im 
Seriebus antecedentibus occurentesy quod, cum magis reconditum sit, nunc in 
lucem proferam. Introducendo quantitalem t = tang^?'^ integraKa itemm 
transformemus in 

^ /*2a< /(i+2cos2g. <*+<') . ^_ /•2öl/(l— 2oob2#,I»+IO 

ist« 

Ponatur i/(1 +2cos2tf ./'+0 = l + -|j.<»+iL.<«+ |l./6^.^./«+-..., 
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erH 



a = -(2r-3)cos2Ö.a~(r-3)(r-l).a* 



cuius adiamento inveniuntur formulae se(}uentes: 

a = cos2ö, 

a = sin'2d, 

a =-3sin'2d.cos2d, 

a = 3sin'2d (5cos'2d-l), 

a = 3sin'2d(~35cos'2d + cos2d), 

a = 3 sin' 2« (315'cos*2d-84cos'2d+15), 



elc. elc. 



2dt 



Series 1 + -jr • /^ + g' ' '* + öt • ^' 4 faclore ttttv '""''^^P'*^^^^ integranda 



est. Sit integrale 



o"(2'/7^n 



^«.öf 



— T 

facillime invenies relationem simpliceib 



^"-•■^^ "^ (2w-l;"(2w + l) 'T+7""^'''^">' 

unde deducunlur valores sequentes 

^' ■" 7:6"'T+? "^'^ 

*~ 3.5*H-<'' 1.3 'l + <'"^^' 

-,, _ j_ _r_ i_ <' . 1 t' y 

*~ 5.7* 1+1' 3.5 * 1 +/'"*" 1.3 ■ !+<• >' 

\,, 1 r 1^ r 1 t' 1_ <* y 

* 7.9'l+«' 5.7 ■ 1+«' "^3.5 ■ 1+/' 1.3 ■ 1 + 1' ■^" 
etc. etc. 



insuper est 



''« = -iiTTpF + i9>- 



Si forinulis bis nltniur, oblinemus 
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y = lv>(l + f -3-1+5. |r-7-J-. + 9.|.-+. 

I 9 .1 4 S 

a 3 4 s 

3 4 » A , 






olc. 
DiiTerentiando scricm 



I 

a 



2 

a 



3 

a 



l'(l+2cos2ö./^+0 - l4-;:../' + .^V./*+-~.f^^+...., 



nanciscimur 






quare ponendo /=y — 1 invenimus serierum summas 



13 3 4^ 

2sinö = l--rr + öT— o,+-vr — Tr + '" 



r 



o 



a 



3 3 4 

-2sin(9 = 2-J-2.-f + 2.|--2.|r + 2.~- + 



• • ■ • 



unde patet esse 

12 3 4» 

= 2smÖ-2smö=l+~-3.|^ + 5.|r-7-~ + 9.|--+... 

Si igilur ponitnus brcvilalis causa 

A = l+a, 



3 

a 



A = 1+a-3.;^r, 



3 

a 



9 

a 



1. 



A = l+a-3- 2-4-5- g-, 

2 3 4 



A = 



3 



3 

a 



4 



a 



= l+a-3.~ + 5.3r-7.^+9.-^r, 



etc. 



elc. 
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2( 



non negUgentes, esse sin^ = T^~7i^ oritur serics simplicior 

1 "T~ • 



cuius singula membra alio nunc cxprimantur modo, nt computo quantitam 



j a s 4 



üy a, üy a etc. non amplius opus sit. Quem in finem fingamus functionem 
evolvendam 



•(1 — 2co82ö.<'-i-t*; 



sive 



G = 



1-t 



/(l-2cos2ö.«' + 



«\ ' 



quia 



>/(!- cos 2 d. <■ + <*) = \-~-e^^,-^-~<'i'+ et 

2(eo82g. j^--0_ 2 1.,^.!.^*. ei. /«_ + .... 



addendo invenimus seriem 

1 — « 



G = 



/(l — 2cob2Ö 
Quia vero 



l___.=1+^.,^_3.«.^H5.f.f-7. ff +-.... 



=2^3^20.«' +'n - ^ + T ' +r'^ "^F"' +7'' +•"• 



1^(1— 2 00820.«' + t*) 
factore \ — t* multiplicala scries est 

= ,4.,.+(i-,>+(^4y+(^+ *),+...., 

comparatis cum priorc pracbet valores simplices 

. o « ^ ^ 

quibus in formulis (1.) substilulis prodcunt formulac transformatae per- 
simplices 

» ..Ö « 0,Ö * 0.0 * 0..0 



Za — 4^ '^^ eic. , 



50 
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quare habemus serieni 



\3'^4V 7.9^ J 



Permutando d et ^ — Ö abil V in V\ et funcliones 0, 0, Ö, 0, etc. 

nonnisi signa mutant, quare demum addendo et sublrahcndo prodeunl series 

V+ r _ / Jang',i<;p _ tang*4^ tang^ j rp _ tang^jy 

2 - siny^i-t- ^.j- 2' 35 "-^2" 5.7" 4'" 7.9 

tang*°^(p \ 

+ 4'- ÖTir "" + ' V' 

K+P _ . /0 tang'.i(p _^ tang^J7^^^ tang^^iy _6 tang ^jy. 

tang»^}f/) \ 

+ o-'""9ni +'"7' 

Quadranlcs bini eltiptici, sive integralia definita 



n .T 



£=/ c/y ] (l — sin^Ö-sin-f/j et £' = / c y|(l — cos'Ö.sin-y) 
igitur exprimuntur scriebus 
E-[-£' 1 1 1 <^ 1 r9 1 






8 ~ 1.3 r 3.5.7 4' 7.9.11 6' 11.13.15 8' 15.17.19 

E-'E' _ 1 „* . ^ _1 _ ^^ ^_ • ^^ * . 

'8 " "' r '1.3.5 '"3' '5. 7.9 ''■5' 9.II.T3 "^ f * 13.15.17'^ 9'' 17. 19.'2i"^ 



• • • • 
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26. 

Eine Eigenschaft des Kreises. 

(Von Hrn. Dr. E. F, August, Gymnasialdirector zu Berlin.) 



Xiine bemerkenswerlhe Eigenschaft des Kreises, von der ich nicht weifs, ob 
sie anderswo schon bekannt gemacht ist, Tand ich vor Kurzem bei Auflösung 
einiger geometrischen Probleme und theile sie hier deshalb mit, weil sie durch 
sehr einfache geometrische Schlüsse abgeleitet werden kann. Diese Ableitung 
selbst behalte ich einer späteren Miltheilung vor. 

Man kann gerade Linien, die von einem Puncto ausgehen, Strahlen 
und einen Inbegriff mehrerer solcher Linien ein Slrahlensyslem nennen. Liegen 
alle Linien in derselben Ebene, so kann das Strahlensystem ein ebenes, und 
wenn alte darin vorkommenden Winkel zweier auf einander folgender Strahlen 
gleich sind, ein regelmäfsiges genannt und durch die Strahlen bestimmt 
werden. Ist diese Anzahl der Strahlen eine gerade oder ungerade Zahl: so 
kann dem entsprechend das Slrahlensy&tem ein yeradzahlufes oder nmjerad^ 
zahliges heifsen. und man kann es ein doppellfuigerafhahliges nennen, 
wenn die Anzahl der Strahlen durch Verdoppelung einer, ungeraden Zahl 
entsteht. 

Dieser Erklärung gemäfs werden die unbestimmt verlängerten grofsen 
Halbmesser eines regulären Polygons ebene regelmäfsige Strahlensysleme 
bilden^, und namentlich sind die Halbmesser des regulären Zehnecks ein Bei- 
spiel eines ebenen, rcgelmäfsigen doppeltungeradzahligen Strahlensystems. 

Nach dieser Vorbemerkung läfst sich der in Rede stehende Salz so 
angeben. 

Wenn man innerhalb eines Kreises einen beliebigen Punct zvm Mittel- 
pnncle eines ebenen regelmäfsigen doppelt-nngeradzahligen Strahlensgstems 
wählt und die Strahlen als durch die Peripherie begrenzt ansieht: so ist die 
Summe des ersten^ dritten, fünften etc. d, i. aller ungerade ffezählten Strahlen 
so grofs wie die Summen des zweiten, eierten, sechsten etc. d, i. aller gerade 
gezählten Strahlen. Dabei ist es gleichgültig, welchen Strahl man als 
den ersten betrachtet und welche ursprüngliche Richtung derselbe er- 
halten hat. 
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Der Satz kann auch so gefafsl werden: 

Die Summe der Ilalbirungslinien sämmtlicher Winkel eines ungerad- 
zahligen ebenen Strahlensystems innerhalb eines Kreises ist so grofs wie die 
Summe der ursprünglichen Strahlen. 

Der Satz bleibt auch im Wesentlichen richtig, wenn der Mittelpunct 
des Strahlensystems in der Peripherie oder aulserhalb des Kreises ange- 
nommen wird: nur mufs im letzteren Falle die Peripherie von der Ilälfle 
der Strahlen getroffen werden. Aulscrdem ist der algebraische Gegensatz zu 
berücksichtigen. 

Zieht man z. ß. von einem beliebigen Puncto in der Peripherie eines 
Kreises drei Sehnen, deren mittelste mit jeder äufseren einen Winkel von 
60 Graden bildet, so ist, diesem Salze gemüis, die mittelste Sehne so grofs, 
wie die beiden äufsersten zusammengenommen. 
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27. 
Aufgaben und Lehrsätze, 

ersterc aufzulösen. letztere zu beweissen. 
(Von Hrn. Dr. Chr. Gudertuann, Prof. der Matheni. zu Münster.) 



Lehrsätze. I. Es stelle ACBD iFig. 14.) eine sphärische Curve 
vor, in welcher alle über der Sehne AB = 2b conslruirte Peripherie- 
Winkel AMB, AFB etc. gleich grofs sind: jeder sei = 2c; dann ist. wenn die 

Sehne Mm die Sehne AB rechtwinkelig schneidet, Winkel AMm-\-MmB =- -^ 

vmA BMm+MmA=~, also AMB + AmB = :i. Wird AB von CD recht- 

winkelig in E halbirt, so ist CD ein Durchmesser der Curve. Seine Mitte 
möge der Mitlelpunct der Curve (der Circulare) hcifsen. Ist das Dreieck ABF 
an iß rechtwinkelig, und setzen wir-4F=2A^ BF-^g^ die Applicale /^J/ = «^^ 
Pm~y\ EP = a\ so ist 



./ cö.s2j: — cos2ä , , 

smii — cosul ^c irr = tang^^ 

^ *M eos2fe — cos2/i ^-^ 



und 



, , , , cor2j;— C082Ä 

— sm^ +cosy V — -syi irr 



die Gleichung der Curve. 



lang I y 
AF 



Ferner ist OA = OB = — ^ ~ ''• 



Setzt man 



noch OE = e und OC ~ OD = «^ so gelten die einfachen Formeln: 

COSÄ 

cos e = — T , 

cos 6 ' 



sinA , , sina , -> , • , , • / \ 

sma = ^, tangA = -, tangft = sinia + e';sin(a—e), 



cos 6 



cose 
sine 



tange = tanga.cos2r, tang.ir/= --. sine.cosa = tangÄ.cot2c. 



cos« 



Macht man Ep = EP = x und conslruirt das rechtwinkelige Dreieck pLP, 
dessen Ilypothenuse pL=^ AF =2.0A sei, setzt die Kathete PLo) und ferner 
den Winkel PLp = r/^ so ist, in Anwendung der Länge-Function 



?y = -f-^ und 2n'=^^^-^ 



also 



^ff=^^y-^y und 2w = ?y + Sy'. 
Stellt iMQ die sphärische Normale der Curve für den Puncl 31 vor, 
so ist immer Winkel PMq = </>. Hiernach läfst sich leicht eine Normale und 
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Tangente durch einen beliebigen Punct ziehen. Die Normalen der Puncle M 
und m machen mit der Sehne Mm ein gleichschenkeliges Dreieck; dasselbe 
gilt also von den Berührungslinien. Die Abscissen der aurscrston Puncto // 
und liy in welchen die Curvc von den Applicatcn GH und gh berührt wird, 
sind EG = Eg =^0A=^ h. 

Wird der Krümmungshalbmesser für den Punct M mit r bezeichnet, 

so ist \mgr = ^--l~^^^^^^ Wird die Fläche ECMP mit F 

bezeichnet, so ist 

F=col2c / ~^Mi'1^9iL^_r.^"^^)(^.^" 

1/ >^[(8iDy +cotÄcotr)(8iny 4-tang6tangr) (8iuy--t«'ing6cotc) (siny — cotÄtJUigc)] 
und für den Bogen CM gilt die Formel 

^^ _j.._ /'. T.^^^ly.'.^Ä _ 

sin 2 r y »^[(öiny + coü cot c)(8iny -j- tang6 tangc)(8iny — tang6 cotc)(8iuy —cot fttangc)] ' 

Welche sind die Integrale selbst? 

In Fig. 15. mag wieder AB<i^7i und die Grundsehnc der Circulare 
ACBD sein, U und u seien die beiden sphärischen Mittelpuncte derselben, O 
ihr Mittelpuncl. Man construiro zwei sphärische Kegelschnitte; die Ilalbaxen 
des einen GCgD' seien EG = Eg = OA == h und EC = ED' = OC ^ OD = a: 
die Halbaxen des andern seien EGi = Egi = ^n—h = Itt — OA und EC^ = 
ED, = ^7t^e= \n-OE, 

Schneidet nun ein Hauptkreis Un die Circulare in M und m, den ersten 
Kegelschnitt in M* und m\ den zweiten Kegelschnitt aber in M^ und m, und 
ist j.1 die Hälfte der Sehne Mm der Circulare, so ist immer 

P u = MM' = mm' = UMi = n w j . 

Die Circulare ist eine sphärische Linie der rierten Ordnung , und das 
so eben ausgesprochene Gesetz, welchem gemäfs man mittelst zweier conslanter 
Kegelschnitte zu jeder Abscisse EP = x die Puncle M und m der Circulare 
oder die Applicaten PM = y und Pm = y' geometrisch finden kann, ist un- 
streitig die merkwürdigste Eigenschaft dieser sphärischen Curve, deren Analogon 
in der Planimetrie bekanntlich der Kreis ist. 

Welche Eigenschaften hat die reciproke Curve, und welche ist ihre 
Gleichung? 

II. Das einfachste Gesetz der ireodätischen Linien scheint bisher 
Obersehen worden zu sein. Ist APB ein sphäroidisches Dreieck, sind 
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PA und PB Meridianbogen, deren Eodpuncte A und B darch die geodätische 
Linie AB verbunden sind: so eerhalten sich die Krümmungen der Linie AB 
in den Punclen A und B gerade so zu einander, wie die Krümmungen der 
Meridiane PA und PB in denselben Puncten. 

Ist also / die wahre Breite des nördlichsten (oder auch sfldlichsten) 
Punctes der gehörig verlängerten geodätischen Linie, g die reducirte Breite 
desselben Punctes, l die Länge eines Gradbogens der geodätischen Linie in 
einem Puncto Ai und l' die Länge des Gradbogens des Meridians, dessen 
Mitte derselbe Punct A ist, so ist 

Mänster, im Juni 1837. 
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Druckfehler im vorigen Bande. 



i\x{\^x)\\''h x)\ J y [(a;+a; )(i— ä'j? )1 

— 223 — 20 leg, as = — ä, loco a = — «, 

— 224 — 8 Ug. 2/y = y'(a+6a;+caj')qF/(a-6a:+cx*) 

— 238 — ult. leg, ut per eam /oco ut 

— 239 — 6 leg. tractari loco tractar 

— 2« - .5 ,^. ± , .... /(^.i£j) .... -,/(».^) 

- 2« - ,8 w. ±1.... üY^) .... -/(f-:43:) 

— 245 — 21 %. differentiatis toco differentialis 

— 246 - 14 leg. /, toco /, 

— 250 - 13 leg. P, ,', _ |/(.?;^) foco P./* = -/C^) 

— 250 — ult. \ , 

— 251 - 12 i ^''*' '• ^'""' ' 

111 111 

— 251 - 13 et 16 leg. — , - , ---, loco 



a a. a, a a 



— 251 - 18 leg. 0, -*-, --* , toco 0, - 



1^ 



— 251 — 19» , 11 1 , 11 1 

— 252 — 2' f^ f^i «I a^ a a 

— 253—7 /ej. P,«' toco P,«' 

— 254 — 2 te«;. fit /oco sit 

— 262 — 4 tej. »[(A»-il>'+A>:)-(A'-rtt')s] 

-263-18 tej,. ■^;^Jl /oco ^^ 

— 265 — 3 leg. Quaecunque loco Quecunque 

- 26a - u fc,.(,_f2';.;;=i,.) ^ {i-^^-^} 

— 271 — 10 leg. U. J loco 14. 

— 276 — 4 leg. 1 toco 11 

— 277 — penult. leg. (i+Xfizy loco (l+Afta) 

— 278 - 13 et 16 leg. ^^^, dz loco J~^^' 

— 279 — 15 leg. abeuns loco abeunt 
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Pag. 281 

— 281 



283 

284 
280 

289 
290 
291 

292 

297 
297 
298 
299 



lin. antepenult. leg, 2(k—lf4) loco 3(k—Xfi) 



— penult.| 

— ultima 



'•(i— AftÄ^rfSj 



— penult. leg. S^SZ^\y^^^{-r?lyA loco Cl-c>,)(1>-c>,) 

— 2 leg. 48 = loco '48. 

— 24 leg. (>,, <•. ^, .v. loco Q^, ^. -v- 

— 3 in secunda formula leg. /-'. -w. /oco /', m\ 

— 3 leg. S loco d 

— 16 leg. memorabiliä loco memorabiles 

— penult. leg. ± 1 / loco + / 

— 4 /e^. sinqp = ttangV ^oco siniy; =ttang<3p 

— 12 /c^. fit loco Sit 

— antepenult. leg. ni^--c^l^ loco (tw, — c, J) 

— 5 %. m*+f, l, /oco (w*+fil,) 

— 6 leg. m\^-\-c\l\ loco m!^-\-c\t, 

— 8 leg. 2^(w,/,cJ /oco 2/(m, /, c) 

— 9 leg.2^(m,\X) loco 2|/(m, I, f) 

— 10 leg. mj-j-c,/, toco m'+Cil 

— 12 leg. (\+mX^^rVlX) ^oco (l + m)(mHM.) 
leg. tn\-^^i^l^ loco mj+f, l 

— 14 leg. m^'\-l^\^ loco m,+f, I 



3«j0 

301 — 20 te^f. 



m. 



t.i. 






m. 



302 
304 

305 
310 



1.1. 
his 



1 

I 



/0-r) 



- 310 - 



— antepenult. leg. hie loco 

— 9 leg. i^p l\ loco ^, l\ 

— antepenult. leg. l/(^— «u») '^^^ 

^ n\ \c+lmy\c-'LMj 

m^ _ / c—lm \ /c+i^ \ _ c'—l^m* /c+i^^ x* -_ füh^f-'^^^- V 



m. m. 



— ~ — 7 %. c? = - 



— — — 18 fep. formulae ducunt: loco formulae 
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Pag. 310 lin. 19 leg. — — ~ loco — ^— 

1+— 1 + — 

c c 

— 314 — 10 leg. 8' loco 8", 

— 315 — antepenult. leg. diminuere loco deminnere 

— 316 - 4 tej. (i+A1l) loco (i + ^) 

11 leg. ^(l+f) loco ^(l + ^) 

— 317 - 11 leg. (2.) loco (1.) 

— 319 - 18 Ug. 2\P'i-Q'l) loco 2\F^-Q,) 
28 leg. [;,;_p'(l_c')]m'.' loco (p'_p'(l_c)lm;' 

— 320 — 6 leg. formulae mox cum loco formulae cum 

— 321 — penult Ug. , ,,' loco „ 

_ 326 - 23 %./"^',/'^' loco Z^',/'^- 

u u 

— — — — leg. (nicoB*(p+Klsin*q>)dq> loco iZ J cos V 

— 329 — 5 kg. indices I loco indices (I) 
antepenult) ^ ^^^ ^ 

— — — ultima J 

— 330 — 7 leg. transformationis loco transformationes 

— 15 Ug. :-^:T!ii"°>? . loco *-o-^.->'. 



1— (i+jf-JemV; ' l-Cl+V.sinV; 

— 331 — 27 Ug. -^ /oco -^- 

— — — 28 le^. cum bis commutantur loco in has abeunt 

— 332 — antepenult. leg. P— OsinV loco P,— OjSin'qp 

— 334 — 12 leg. v°, v'*^ toco v^v^ 

335 23 V 

I leg. log^ ef logi^ hco logB et logA 

— 336 — 15( , . .«" . ./9" , .«'' . ./^' 



loco sm-^B\n-~ et cos -2- cos ^ 



— 336 — antepenult leg. «"' loco c 

— 337 — 27 leg. = loco — 

— 338 — 23 leg. l''' loco V' 

— 340—18 

^;) tej. 0,0000000, loco 0,0, 

— — — 31 r 

— — — 32 
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